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Rézne rodzaje asymptot

Zrodto: Tom Barrett, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czasami zachowanie skomplikowanych procesow fizycznych, chemicznych czy
biologicznych jest na tyle trudne do zrozumienia, ze potrzebujemy dokona¢ pewnych
uproszczen. Przykladem moze by¢ problem dlugoterminowej analizy liczebnosci kilku
gatunkow ryb oceanicznych, przedstawiony ponize;j.
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Wykres liczebnosci trzech gatunkéw ryb oceanicznych

Na osi poziomej przedstawiono lata, a na pionowej miliony sztuk na kilometr kwadratowy
powierzchni oceanu. Wydaje si¢, ze zachowanie wszystkich gatunkow jest podobne

i powinno by¢ przewidywalne, trudno jednak zrozumiec¢, co si¢ bedzie w dalszych latach
dziato z tymi liczebnoSciami, nawet gdy zatozymy, ze warunki Srodowiskowe nie ulegng
zmianie.

Niezwykle waznym narzedziem w analizie zachowania przebiegu funkcji i ich wykresow sa
asymptoty - pionowe, poziome i uko$ne - ale wszystkie te typy asymptot majg jedna
wspolng ceche - sg liniami prostymi. W tym materiale przedstawimy przyktady nie tylko
asymptot prostoliniowych, ale rowniez pokazemy wykresy funkciji, ktore maja asymptoty
krzywoliniowe. Ta cz¢$¢ materialu wykracza poza zagadnienia podstawy programowe;j.

Twoje cele

» Wyznaczysz rOwnania asymptot pionowych i poziomych wybranych wykresow
funkcii.

» Wyznaczysz rOwnania asymptot krzywoliniowych wybranych wykresow funkcii.

» Uzasadnisz, ze prosta jest asymptotg ukosng wykresu funkciji.

o Uzasadnisz, ze krzywa jest asymptota krzywoliniowa funkciji.

o Podasz przyktady funkciji, ktorych wykresy posiadaja dany typ asymptoty.



Przeczytaj

Asymptoty prostoliniowe

Asymptota wykresu funkciji jest krzywa, do ktorej wykres funkcji zbliza si¢ nieskonczenie
blisko. Zazwyczaj rozwaza si¢ trzy podstawowe rodzaje asymptot - pionowe, poziome
i ukosne.

Definicja: Asymptota pionowa

Prosta z = ¢ nazywamy asymptotg pionowa wykresu funkcji f, gdy granica tej funkcii
w punkcie z = cjest nieskonczona

lim f(z) = +o0
Przyktad 1
Wyznaczymy rownanie asymptoty pionowej wykresu funkcji f(z) = (mz_“;))Q :

Rozwigzanie

Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych oprocz z = 3, zatem tylko
prosta z = 3 moze by¢ asymptotg pionowa tej funkcii.

Zauwazmy, ze

i 5 = ) =

Oznacza to, zgodnie z powyzszg definicja, ze prosta x = 3 jest asymptotg pionowa

wykresu funkcji y = %2-

Definicja: Asymptota pozioma

Prosta y = b nazywamy asymptotg pozioma wykresu funkcji f, gdy granica tej funkcji
w nieskonczonosci jest skonczona i rowna b,

L, ) =
Przyktad 2
Wyznaczymy réwnanie asymptoty poziomej wykresu funkcji y = (xi—wgy

Rozwigzanie
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Zauwazmy, ze:

2IB _ 1' 2$ . .
= lim —2— = lim
r—+00 ($—3)2 r—+00 z?—6z+9 z—+00 732'<1*£+i

czyli prosta y = 0 jest asymptota poziomg wykresu funkcji y = (mz_‘g)Q .

Definicja: Asymptota ukosna

Prosta y = ax + b nazywamy asymptota uko$ng wykresu funkcji f, gdy granica
w nieskonczonosci roznicy tej funkcji oraz funkcji y = ax + b jest réwna 0,

lim (f(z) — (az+b)) =0

r—+00

Zauwazmy od razu, ze pojecie asymptoty ukosnej jest uogolnieniem pojecia asymptoty
poziomej: jezeli wykres funkcji posiada asymptote uko$ng y = ax + b i warto$¢ parametru a
jest rowna zero, to oznacza to, ze posiada asymptot¢ poziomg o rownaniu y = b.

Przyktad 3

Uzasadnimy, ze prosta o rownaniu y = 2z + 12 jest asymptotg ukosng wykresu funkcji
23

f(z) = 7

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze:

223 —(224+12)(z—3)° } -

lim [ 20" —(2:134—12)} — lim [ =

T—+00 (13—3)2 T—r+00

— lim 22°—(22+12) (¢2—62+9) | lim 22322341222 — 1821222 +722—108 | __
- 200 2—6z+9 - 2+00 z2—6x+9 _
BT 542108 | __

B :Egrinoo [ z?—62+9 ] =0

73

Zatem prosta y = 2x + 12 jest asymptotg uko$ng wykresu funkcji f(z) = (:02——3)2
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Wykres funkcji f(z) = ( 29”;)2 oraz jej asymptoty ukosnej y = 2x + 12
o

Asymptota krzywoliniowa

Podobnie do asymptoty uko$nej, mozemy zdefiniowac pojecie asymptoty krzywoliniowe;.
Definicja: Asymptota krzywoliniowa

Wykres funkcji y = g(x) nazywamy asymptotg krzywoliniowa wykresu funkcji y = f(z),
gdy:

lim (f(z) —g(z)) =0

T—+00

W szczegolnym przypadku, gdy funkcja g jest funkcja liniowg, asymptota krzywoliniowa jest
asymptotg ukos$na.

Przyktad 4

Pokazemy, ze parabola g(z) = 2z? — 1 jest asymptota krzywoliniowg wykresu funkcji
f(:l?) _ 20°422% 242
z+1 )

Rozwigzanie

Zgodnie z definicjg musimy sprawdzi¢ warto$¢ granicy ml_lgfoo( f(z) — g(x)):

lim (f(z) - g(z)) = lim (2222 (222 1)) =

r—+00 T—+00
: 3422242 2234222 —xz—1 : 3
= lim (2‘““”” ts = lim =0.

Pokazali$my zatem, ze rzeczywiscie parabola y = 2z — 1 jest asymptotg krzywoliniowg
2234222 —x+2

wykresu funkcji f(z) = P
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Jak widzimy na rysunku, dla warto$ci argumentow bliskich zeru wykres funkcji y = f(x)
w niczym nie przypomina paraboli, posiada nawet asymptote pionowg x = —1. Gdy
jednak warto$ci argumentéw z rosng, wykresy funkcji f i g zaczynaja sie do siebie
znaczgco zbliza¢, by w nieskonczonosci zblizy¢ sie do siebie nieskonczenie blisko.

Yi

Wykres funkcji f(z) = %ﬁw oraz jej asymptoty krzywoliniowej y = 222 — 1

Przyktad 5

Wyznaczymy rownanie asymptoty krzywoliniowej wykresu funkciji f(z) = “”4:;”—?{10.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla matych wartosci argumentu z, czyli dla z bliskich zeru, trudno jest
wnioskowac o postaci asymptoty krzywoliniowej:

4
B x4+ 224+ 10
ox24+1 2
|
-3 -2 -1 0 1 2 X
-2

Wykres funkcji f(x) = %{1—0 dla matych wartosci argumentu



W celu wyznaczenia asymptoty krzywoliniowej musimy przeanalizowa¢ zachowanie
wykresu funkcji dla duzych wartosci argumentu z.

Na poczatek upro$¢my posta¢ funkcji f. Mamy:

ogtyg?y10 | 2 (@PH1)4100 o 10
f(z) = 21 2+1 ="+ 2

Poniewaz wiemy, ze lirf x;—?-l = 0, wiec mozemy stwierdzi¢, ze parabola y = z? jest
T—r 100

4422410

asymptota krzywoliniowa wykresu funkcji f(z) = 77—
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Wykres funkcji f(z) = ‘””4;;”—310 dla duzych wartosci argumentu

Powr6¢my do problemu analizy dlugoterminowego zachowania trzech wybranych

populacji ryb oceanicznych. Na ponizszym wykresie widzimy wykresy funkcji opisujacych

wielkosci tych populacji w zalezno$ci od uptywu czasu, mierzonego w latach.
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Zachowanie wykresow jest przewidywalne, ale nie przypominajg wykresu funkciji liniowej -
oscyluja w gore i w dot.

Wszystkie trzy wykresy maja te samg asymptote krzywoliniowa o rownaniu

y = sin(27z) + 1, 5. Czynnik 27 we wzorze sprawia, ze okresem tej funkcji jest 1, czyli
zachowanie populacji tych ryb podlega corocznym fluktuacjom przewidywalnym

w dluzszym okresie czasowym.

Stownik

asymptota pionowa

prosta x = x, jezeli granica funkcji dla z — z( jest nieskonczona (—oo lub +00)
asymptota pozioma

prosta y = vy, jezeli granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub +o00) jest skonczona
i rowna y

asymptota ukosna

prostay = ax + b, jezeli w nieskonczonosci (—oo lub +00) granica roznicy
(f(z) — (ax + b)) jest rowna 0

asymptota krzywoliniowa

krzywa y = g(x), jezeli w nieskonczono$ci (—oo lub +00) granica réznicy (f(x) — g(z))
jestréowna 0







Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajaca rézne typy asymptot.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrZWeSNZg

Polecenie 2

zt—z>+5

Wykaz, ze parabola o réwnaniu y = z? — 1 jest asymptota wykresu funkcji f(z) = =


https://zpe.gov.pl/a/DrZWeSNZg

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij zdanie, przeciggajac odpowiednig wartosé¢ w puste pole.

Asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = % jest prosta o réwnaniu:i

[z=1][==3][y=2][==3]

Cwiczenie 2 ®

Ktdra z ponizszych prostych jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = x3? Zaznacz
poprawna odpowiedz.

O y=1
O y=2=x
() zadna ze wskazanych

O y=2z+1

Cwiczenie 3 @

Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujac odpowiednig liczbe.

Asymptota pozioma wykresu funkcji f(z) = 2;—:31 jest prostay =




Cwiczenie 4

Jaki jest wspoétczynnik kierunkowy prostej bedacej asymptotg ukosng wykresu funkcji

f(a:) = % ? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 2
() zadna ze wskazanych liczb
O 3
O 1
Cwiczenie 5
Uzupetnij zdanie, przeciggajac odpowiednig wartosé w puste pole.

122041
47341

Asymptota krzywoliniowa wykresu funkcji f(m) =

jest krzywa o rownaniu

y = 123 ‘y:3x3—% Hy:12x6Hy:4x3’

Cwiczenie 6

Jakiego typu asymptoty prostoliniowe posiada wykres funkcji f(x) = % ? Zaznacz
poprawne odpowiedzi.

(] pionowa
(] pozioma
(] ukosna

(] zadnej



Cwiczenie 7 @
Potacz w pary wzory funkcji z informacjg o asymptotach ich wykreséw.

f(z) = 3°1 wykres funkcji f posiada asymptote
N pozioma i pionowa

1 wykres funkcji f posiada tylko
fl@)=2—-+ :
r asymptote pozioma

wykres funkcji f posiada asymptote
f(z) = sinz — ﬁ pionow3q i ukosna, ale nie posiada

asymptoty poziomej

flz)=2z+ 1 wykres funkcji f nie posiada asymptot
- : prostoliniowych

Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja postaci f(z) = izjrg Z parametrem rzeczywistym c.
Potacz wartosci parametru ¢ z odpowiednimi informacjami.

c—0 wykres funkcji f posiada doktadnie
- jedna asymptote pionowa

c>0 funkcja f jest funkcja liniowa

<0 wykres funkcji f posiada doktadnie
dwie asymptoty pionowe

wykres funkcji f nie posiada asymptot
nie ma takiej wartosci c Y J .f P ymp
pionowych



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: R6Zne rodzaje asymptot

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza rownania asymptot pionowych i poziomych wybranych wykresoéw funkcji;
» wyznacza rownania asymptot krzywoliniowych wybranych wykresow funkcii;

» uzasadnia, ze prosta jest asymptotg ukosng wykresu funkcji;

» uzasadnia, ze krzywa jest asymptotg krzywoliniowg funkcii;

» podaje przykiady funkciji, ktorych wykresy posiadaja dany typ asymptoty.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



e rozmowa kierowana;
« mapa mysli.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat zajec¢, okresla ich cele i kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej czes¢ ,Asymptoty prostoliniowe” z sekcji
»Przeczytaj” oraz omawia jg na forum klasy. Podaje rowniez definicj¢ asymptoty
krzywoliniowe;j.

2. Uczniowie w 3 - 4 osobowych grupach analizujg Przyktad 4 i Przykiad 5 z sekcji
LPrzeczytay,

3. Nauczyciel przedstawia prezentacje multimedialng i omawia z uczniami rodzaje
asymptot.

4. Uczniowie w grupach tworzga mape mysli na temat roznych rodzajow asymptot.

W przypadku powstania watpliwosci, nauczyciel wyjasnia na forum catej klasy
napotkany problem. Pod opieka prowadzacego uczniowie poréwnujg wyniki pracy nad
mapami mysli i omawiajg powstate roznice.

5. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja wskazane ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”

Faza podsumowujaca:

1. Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi ucznioéw, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia konczac zdanie: ,Po dzisiejszejlekcji umiem..”

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja pozostate ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz Polecenie 2 z sekcji
»Prezentacja multimedialna”



Materialy pomocnicze:

o Co tojest granica funkciji
» Granice funkcji elementarnych w nieskonczonosci

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze zosta¢ wykorzystana jako material powtorzeniowy przed
sprawdzianem lub jako uzupetnienie tematoéw ,Asymptota pionowa wykresu funkc;ji”,
»~Asymptota pozioma wykresu funkciji”, ,Asymptota ukosna wykresu funkc;ji”
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