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Cechy podobienstwa trojkatow

Zrédto: Kelly Sikkema, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Niekiedy, obserwujac dwie lub wiecejrzeczy, jesteSmy sktonni o nich powiedziec¢, ze sg
podobne. O dwoch jednojajowych blizniakach z pewnoscia powiemy, ze s3 podobni,

a niekiedy nawet nazwiemy ich identycznymi. Nazywajgc obiekty podobnymi mamy zwykle
na mysli jakas ceche tych obiektow; w przypadku dwoch osob moze to by¢ ich wyglad
zewnetrzny, ale moze to by¢ tez jakas cecha charakteru. W matematyce pojecie podobny
jest uzywane do okreslenia pewnych cech figur geometrycznych. Dwie figury nazywamy
podobnymi, gdy majg ten sam ksztatt. Oczywiscie nie jest to Scista definicja figur
podobnych, ale okreslenie to do$¢ dobrze oddaje pojecie figur podobnych.

W tym materiale zajmiemy si¢ podobienstwem najprostszych wielokatow, czy
podobienstwem trojkatow.

Twoje cele

» Poznasz cechy podobienstwa trojkatow.

» Bedziesz ukladal odpowiednia proporcje, aby wyznaczy¢ dlugosci brakujgcych
bokow trojkatow podobnych.

» Wykorzystasz poznane cechy do sprawdzania, czy dane trojkaty sq podobne.

e Zastosujesz trojkaty podobne do przeprowadzania dowodow geometrycznych.




Przeczytaj

Na poczatek podamy definicje podobienstwa.
Definicja: Podobienstwo o skali s

Podobienstwem o skali s > 0 nazywamy takie przeksztalcenie P plaszczyzny na te sama
ptaszczyzne (moéwimy wowczas o podobienstwie plaszczyzny) lub przestrzeni na te samg
przestrzen (mowimy wowczas o podobienstwie przestrzeni), w ktorym

|AB|=s-|AB|,
gdzie:

Ai B - s3 dwoma dowolnymi punktami,
A'i B’ - obrazami tych punktéw w przeksztatceniu P.

Wtedy definicja figur podobnych mogtaby by¢ sformulowana nastepujgco:
Definicja: Figury podobne

Figury nazywamy podobnymi wtedy, gdy jedna z nich jest obrazem drugiejw pewnym
podobienstwie. Relacje podobienstwa figur oznaczamy symbolem ,,~". Zatem fakt, Ze
figura f jest podobna do figury g mozemy zapisa¢ krétko

f-g

Skale s > 0 tego podobienstwa nazywamy wtedy skalg podobienstwa figury f do figury g
Przyktadami figur podobnych sa:

e dowolne dwa odcinki,

« dowolne dwa okregi,

» dowolne dwa wielokaty foremne o tej samejliczbie bokow (trojkaty rownoboczne,
kwadraty, pigeciokaty foremne, itd.)

Podana definicja nie daje nam jednak dobrego narzedzia do badania podobienstwa figur.
Poniewaz kazdy wielokat mozna poddac tzn. triangulacji, czyli podzieli¢ ten wielokat na
trojkaty (mozna to zrobi¢ zawsze tak, zeby wszystkie wierzchotkami tych trojkatow byty
wierzchotkami tego wielokata — o tym orzeka twierdzenie o triangulacji wielokata), wiec
trojkaty mozemy traktowac jak ,cegietki”, z ktorych zbudowane sg wielokaty. Z tego powodu
wystarczy umiec rozstrzygac, czy dane trojkaty sq podobne.
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Wniosek o tym, ze dwa trojkaty sa podobne mozemy wyciggnac z kazdego z nastepujacych
trzech warunkow, zwanych cechami podobienstwa trojkgtow:

Twierdzenie: Cecha ,bok - bok - bok” podobieristwa tréjkatow

Jezeli dtugosci trzech bokow jednego trojkata sg proporcjonalne do dlugosci
odpowiednich trzech bokéw drugiego trojkata, to te trojkaty sa podobne.

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku

F
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A B D B

Mozemy to twierdzenie zapisa¢ w postaci:

Jezeli {57 = {55+ = <55+, to AABC ~ A DEF.

Twierdzenie: Cecha ,bok - kat - bok” podobienstwa trojkatow

Jezeli dtugosci dwoch bokow trojkata sg proporcjonalne do dlugosci odpowiednich
dwoch bokow drugiego trojkata i katy miedzy tymi bokami w obu trojkatach sg rowne, to
te trojkaty sa podobne.

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku

F
C

/O<\ /

A B D E

Mozemy to twierdzenie zapisa¢ w postaci:




. .. |AB cAl .
Jezeli 52t = ot i |[<BAC| = |<EDF|,to AABC - A DEF.,
Twierdzenie: Cecha ,kat - kat - kat” podobienstwa tréjkatéow

Jezeli trzy katy jednego trojkata sa rowne odpowiednim trzem katom drugiego trojkata,
to te trojkaty sa podobne.

Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku

Mozemy to twierdzenie zapisa¢ w postaci:

Jezeli |[<BAC| = |[<EDF)|i|<ABC| = |<DEF|i|<BCA| = |<DFE]|,to
ANABC ~ A DEF.

Przyktad 1

Rozstrzygnij, czy trojkat o bokach dtugosci 12, 18, 24 jest podobny do trojkata o bokach
dtugosci 14, 21, 28.

Rozwigzanie

Stosunek dtugosci najkrotszych bokow tych trojkatow jest rowny % = %.

Stosunek dtugosci najdtuzszych bokow jest rowny % = %, a stosunek dtugosci

pozostatych bokow jest rowny % = %.

Wszystkie trzy stosunki sg rowne, wiec z cechy bbb wynika, ze te trojkaty sa podobne.
Skala podobienstwa pierwszego z nich do drugiego jest rowna %, natomiast skala

podobienstwa drugiego z nich do pierwszego jest rowna %
Przyktad 2

Dlugosci bokow trojkgta ABC' sa rowne: 45, 39 i 12. W trojkacie K LM dane s3: |[KL| = 8
, |[KM| = 30, cos(<«MKL) = 0, 6. Rozstrzygnij, czy te trojkaty sq podobne.



Rozwigzanie
Obliczymy najpierw dlugos¢ boku LM trojkata K LM.
Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy

ILM|* = |[KL|> + |KM|* — 2 |KL| - |KM| - cos|<MKL| czyli
ILM> =82 4302 —2-8-30-0,6 = 676.

Stad |LM| = v/676 = 26.

Teraz, majgc juz dlugosci wszystkich bokow obu trojkatéw mozemy obliczy¢ stosunki
dtugosci odpowiednich bokow.

Poniewaz % = % = % (: 7), wiec z cechy bbb wnioskujemy, ze trojkaty ABC i KLM
sg podobne.

Przyktad 3

Przekatne AC'i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja si¢ w punkcie S.

Uzasadnij, ze trojkaty ABS i C DS sa podobne.
Rozwigzanie
Katy BAS i DC'S sg naprzemianlegle oraz katy ABS i C DS sa naprzemianlegle.

Proste ABi C'D sa réwnolegle, gdyz czworokat ABC'D jest trapezem, wiec
z twierdzenia o katach naprzemianlegtych wynika, ze |[<BAS| = |<DCS)| oraz
|<ABS| = |<CDS,|.

Katy ASBi CSD s3 wierzchotkowe, wiec |<ASB| = |<CSD|.



Zatem z cechy kkk wynika, ze trojkaty ABS i CDS sa podobne.

Przyktad 4

Przekatne AC'i BD trapezu ABCD, ktérego podstawy AB i C'D maja dlugosci
|AB| = ai |CD| = b, przecinaja si¢ w punkcie S.

D b C

A a B

Wykaz, ze stosunek pola trojkata ABS do pola trapezu ABCD jest rowny ( pau )2.

Dowod

Krok 1

Uzasadnij, ze stosunek pola tréjkgta ADS do pola trojkata C'DS jest réwny %, czyli
PADS . ”» |7’ AS” |’7

PCDS - 77‘7705’7|” .

Uzasadnienie Kroku 1

Trojkaty ADS i C DS majg wspo6lng wysokos$¢ opuszczong z wierzchotka D. Oznaczajac
te wysokos¢ literg h otrzymujemy

Pips _ 3 [ASh PP AS|

PCDS %Jal);osn',y'h ”|”CS”‘” .




Krok 2

Uzasadnij, ze prawdziwa jest rownog¢ 2ans — Lass
Pops Feps

Uzasadnienie Kroku 2

e o, s . Pips _ "PAS .
Z wiasnosci, ktorej prawdziwos¢ uzasadniliSmy w kroku 1. wynika, ze 5 -> = o |
PABS L ”‘7)AS”|77
PCBS - ’7"705’7|” .

4, Paps __ Paps

Stad wynika rownos¢ Pors = Pops
Krok 3

Uzasadnij, ze trojkaty ABS i CDS sg podobne.

Uzasadnienie Kroku 3
Proste ABi CD sg rownoleglte. Katy BAS i DC'S sa naprzemianlegle oraz katy ABS i

CDS sa naprzemianlegle, wiec ”|"<BAS”|” =" |"<DCS”|” oraz
""<ABS”” ="|"<CDS” ).

Katy ASBi CSD s3 wierzchotkowe, wiec ”|”<<ASB”|” =" |"<CSD”|”.
Zatem z cechy kkk wynika, ze trojkaty ABS i CDS sa podobne.

Krok 4

Uzasadnij, ze % = (%)2

Uzasadnienie Kroku 4
Trojkaty ABS i C DS sa podobne, a skala ich tego podobienstwa jest réwna stosunkowi

77AB?7 ”
odpowiednich diugosci w tych trojkatach, wiec jest rowna ﬁ = 7.

Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych figur, wiec

Fars _ (2)?,

Pcps b

Krok 5
Uzasadnij, ze P4sps = Pcps.

Uzasadnienie Kroku 5
Katy ASD i BSC sg wierzchotkowe, wiec ”|”<ASD”|” = ”|"<BSC”|”. Oznaczmy
miare tych katow przez .

Z podobienstwa trojkatow ABS i CDS, co wykazaliSmy w kroku 3., wynika, ze
7?|”AS”‘” . ”|”CS”‘”

7a|”B5n|n — ”‘»Dsnln . Stad ’7|)’AS7"” . 77|7’DS7"7’ — 7"77BS7"” . ’7|7’CS’7|7’.
Mnozgc obie strony tej rownosci przez %sin ® otrzymujemy rOwnos¢

l '77 77AS77 2 .77 77DS77 b)) 'SiIl — l .77 77BS77 b)) .77 77CS77 b)) 'Sil’l .

2 Y =3 ¥

Stad i ze wzoru na pole trojkata z sinusem otrzymujemy P4ps = Pcps.

Krok 6
Uzasadnij, ze P4pgs = % - PypBs.



Uzasadnienie Kroku 6

Paps __ Paps

Z roOwnosci Pros — Pops

i Pyps = Pcps wykazanych w krokach 2.1 5. otrzymujemy
kolejno

Pyups - Pops = Pops - Pass,

(Paps)”’ = Pcps - Paps.

Stad i z rownosci % = (%)2, ktorej prawdziwos¢ wykazaliSmy w kroku 4. wynika, ze

2 2 .
(Paps)’ = (£)" - Paps - Paps = (L - Paps)”, skad dostajemy Paps = & - Pyps.

Krok 7
Uzasadnij, ze 225 = (25)%,

Uzasadnienie Kroku 7

Paps Pyps _ Pyps _
Pypcp Pyps+Paps+Pcps+Pcps Pyps+2P4ps+Pcps
Pyps _ Pyps

Pups+2(L-Pups)+ (%)2‘PABS " Pugs <1+2~ 2y (%)2>

_ 1 _ 1 _ 12 . 1 _( a )2
T orpab(2)? T (1r2)? T (ex)? T (@2 ) 7 Uadd

a a

Stownik
skala podobienstwa figur

jezeli figura g jest obrazem figury f w podobienstwie o skali s > 0, to liczb¢ s nazywamy
skalg podobienstwa tych figur (doktadniej skalg podobienstwa figury g do figury f)



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym filmem edukacyjnym, aby utrwali¢ swojg wiedze o tréjkatach

podobnych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D9byaFI2r

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej podobienstw trojkatow.

Polecenie 2

Kacper wyszedt z domu na spacer kierujac sie na azymut 20°. Szedt przez 20 minut. Nastepnie
ruszyt 30° na potudnie od kierunku wchodniego. Szedt 50 minut. Wrécit do domu najkrotsza
droga. Przez caty czas poruszat sie z niezmieniona predkos$cia. Wiktoria ruszyta 60° na zachéd
od kierunku poétnocnego. Szta 10 minut. Nastepnie obrécita sie 0 100° w lewo i szta przez 25
minut, wrocita do domu najkrétsza droga. Cata droge szta z niezmieniong predkoscia.
Zastanéwmy sie, czy drogi, ktore przebyli Kacper i Wiktoria tworza tréjkaty podobne.



https://zpe.gov.pl/a/D9byaFl2r

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Na kazdym z rysunkéw I, I1 i I1I przedstawiono pare trojkatow.

Il. 1.
3,75

8 12
A /16\ 2,25’&0/4\/3
i [\ % \l
@ 10 3v/3
15

Na ktorym rysunku przedstawione tréjkaty sa podobne? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() TylkonaTilIL

() Tylko na ITi IIL

() Tylkonal

() NaLILiIIL



Cwiczenie 2 @)

Przeciggnij poprawng odpowiedz.

Liczby v/ 125, v/ 180, v/ 245 sa dtugosciami bokdw tréjkata ABC. Tréjkatem podobnym do

tréjkata ABC jest trojkat o bokach dtugosci

| 25, 36, 49 | | 125, 180, 245 | ‘ V5, V6, ﬁ] 5, 6, 7

Cwiczenie 3 ®

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dane sg tréjkaty: ABC' o bokach dtugosci 4, 6 i 8; trojkat
DEF obokach 6,9 i 12 oraz tréjkat K LM o bokach 9, 12 i 14. Wynika stad, ze:

() ADEF- A KLM.

() AABC- A DEF.

O AABC- AKLM.



Cwiczenie 4

Prosta AB jest rownolegta do prostej KL oraz |AB| = 3,
rysunku ponize;j.

KL|=7i|BK| = 9jakna

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugos¢ odcinka BP jest rowna:

O 3

o/

O 2,7

O 6,3.



Cwiczenie 5

Proste a i b zostaty przeciete prostymi rownolegtymi k, [ i m jak na rysunku ponizej.

Prawdziwe s3 proporcje: 7 = 70 7 = s =4

Uzupetnij kazdg z proporcji tak, zeby byta prawdziwa, przeciggajac brakujaca zmienng
w proporcji do prawej kolumny tabeli.

9 _ gqtd p _ fo_

atd P _ h w
z 20O f 7 O z+p 0’

w [
x

- ﬁ_dyd,zyfyy’q,hvag

Proporcja Brakujaca zmienna
W proporcji
q _ qtd
z = z+U
P _ h
f = O
fo_w
z4p — O
w O
r —  g+d




Cwiczenie 6

Dtugo$¢ boku AB tréjkata ABC jest réwna 5. Na bokach BC'i AC tego tréjkata lezg punkty
odpowiednio D i E takie, ze |DE| = 3, |CE| = 2i |[<BAC| = |[<EDC| = o, jak na
rysunku.

A

Oblicz dtugos¢ boku BC tréjkata ABC.
Cwiczenie 7 @

Na rysunku przedstawione sg dwa prostokaty ABC D i BEF'G o wspdlnym wierzchotku B.
Bok AB prostokata ABCD jest 2 razy dtuzy od jego boku AD, a bok BG prostokata BEFG
jest 2 razy dtuzy od jego boku BE.

D C
o

A B

Udowodnij, ze |AG| =2 - |EC)|.



Cwiczenie 8 @

Dany jest réwnolegtobok ABC D. Prosta przechodzaca przez wierzchotek D przecina
przekatng AC tego réwnolegtoboku w punkcie E, bok BC' w punkcie F' i przedtuzenie boku
AB w punkcie G jak na rysunku ponizej.

D C

A B G

Wykaz, ze | DE|* = |EF| - |EG].



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cechy podobienstwa trojkatow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
Cele operacyjne:

Uczen:

» zna cechy podobienstwa
» uktada proporcje, aby wyznaczy¢ dtugosci brakujacych bokow trojkatow podobnych
» wykorzystuje poznane cechy do sprawdzania, czy dane trojkaty sa podobne

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:



e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzic¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

« Nauczyciel rysuje na tablicy kilka trojkatow réznejwielkosci, dwa sposrod nich sg
proporcjonalne. Pyta uczniow, ktoére ich zdaniem sg podobne.

Faza realizacyjna:

» Nauczyciel, z pomocg uczniow, wskazuje cechy podobienstwa trojkatow

» Nauczyciel, z pomocg uczniodw, rozwigzuje Przyktad 1

e Nauczyciel pokazuje uczniom dowdd z Przyktadu 4

» Uczniowie zapoznajg si¢ z filmem edukacyjnym

» Uczniowie pracujac w grupach analizujg Przyktady 2 i 3. Wybrani uczniowie referuja
rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zajgc.

Materialy pomocnicze:
e Cechy podobienstwa trojkatow
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Film edukacyjny” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten sposob,
zeby moc samodzielnie pracowac podczas lekcii.
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