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Nierownos¢ wymierna

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Zatozmy ze firma zaczela produkowac rowery, ktore zamierza sprzedac. Przewidywany
zysk ze sprzedazy rowerow mozna przedstawic¢ za pomocg funkcij:

f(z) = @, gdzie z to liczba sprzedanych rowerdw.




Zrédto: Pixabay.com, www.Pixabay, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Oczywiscie wiasciciel firmy chce wiedzie¢ ile roweréw musi sprzedac, aby zysk byt
wiekszy niz zero. Zatem musi rozwigza¢ nier6wnos$¢ wymierna:

2900
T

> 0.

. . . s ;. . . Wi(x)
W tym materiale nauczymy si¢ rozwigzywac¢ nierownosci wymierne typu: W;(m) > 0,

%—Eg >0, % <0, %—Eg < 0, gdzie Wy, W, sa wielomianami i Wy(x) # 0.

Przypomnij sobie, jak rozwigzuje si¢ rOwnania wymierne typu %Eﬁ; = 0, gdzie Wy, Wy sg

wielomianami i Wa(z) # 0 oraz nieréwnosci wielomianowe.
Twoje cele

» Rozwigzesz proste nieroOwnosci wymierne.
e Rozwigzesz nierownosci wymierne kilkoma sposobami.



Przeczytaj

Nierownoscig wymierng z niewiadomg x nazywamy nierownos¢, ktora mozna sprowadzic

do postaci
Wi(zx) Wi(z) Wi (z) Wi(zx)
Wo(z) > (0 lub Wa(z) > 01lub Wo(z) < 0lub Walz) = 0,

gdzie W1, Ws sa wielomianami, przy czym W jest wielomianem co najmniej pierwszego
stopniai Wa(z) # 0.

Przyktady nierownos$ci wymiernych:

2 > 0,gdzie D =R\ {0},

o 20— <0,gdzie D =R\ {-5},

. —3(z—5)°(2—4z)*(22—6)" > . _ s
e = 0.8dde D =RA{=51},

o L2 >2 gdzie D =R\ {2},

3r—6 —
* iﬁ, < ;,;236,?1;?15 - wi,),gdzieD:R\{_l;E’}'

Nierownos¢ wymierng rozwigzujemy najczesciej doprowadzajac jg do postaci
wielomianowej, przy wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymierne;j.

Twierdzenie: o rownowaznosci nierownosci

1L 0D S0 o Wy(z) Walz) >0 A Wa(z) #£0,

2. M2) 0 o Wi(z) Wa(z) <0 A Wa(z) 0,

3. @) > 0 o Wi(z) Walz) >0 A Wa(z) £ 0,

4 i <0 Wiz) Wa(e) <0 A Wa(z) #0.

Zatem przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernych, czesto bedziemy korzystac
z powyzszego twierdzenia.

Wazne!
Czy nier6wnos¢

X



javascript:void(0);

mozemy obustronnie pomnozy¢ przez x?
Oczywiscie, ze nie!

Zauwazmy, ze wyrazenie £ wystepujace w mianowniku nie ma okreslonego znaku.
Wyrazenie nie jest zawsze dodatnie, badz ujemne.

Natomiast, jesli zadanie brzmi:
« Rozwiaz nieréwnoé¢ 1 > 0 dlaz € (0; +o0).
Woéwczas mozemy nieréwno$¢ pomnozy¢ obustronie przez z, bo z > 0.
Stad

1 >0/ -z

T

Uwaga nie zmieniamy zwrot nieréwnosci, poniewaz wyrazenie x jest dodatnie, czyli
r—1>0,

z > 1L

Uwzglednijmy zatozenie:

[z € (1;400) Nz € (0;+00)] & x € (1;+00).

z—1
T

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci > 0w tym przypaku jest zbior (1; +00).

« Rozwigz nieréwnoé¢ 21 > 0 dlaz € (—o0;0).
Wowczas mozemy nierownos$¢ pomnozy¢ obustronnie przez z, bo z < 0.
Stad
mT_l >0 | ‘T
Uwaga! - zmieniamy zwrot nieré6wnosci, poniewaz wyrazenie z jest ujemne, czyli
r—1<0,
z <L
Uwzglednijmy zatozenie:

[ € (—o0;1) Az € (—00;0)] & z € (—00;0).

z—1
T

Zbiorem rozwigzan nier6wnosci > 0w tym przypadku jest zbior (—o0; 0).



Przyktad 1
Rozwigzemy nier6wnos¢ % > 0.
Na poczatku rozwigzywania nierownosci wymiernej musimy podac zatozenia.

Zalozenie: x # 0 (mianownik nie moze przyjmowac¢ warto$ci rownej zero), czyli
D =R\ {0}.
Korzystamy z rownowaznosci:

e >0 & Wi(z) - Wa(z) > 0 A Wa(z) # 0.

% > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2z > 0iz # 0.
Woéwczasx > 0ix # 0.

Uwzgledniajgc zatozenia podajemy rozwigzanie nierownosci wymierne;j.

ﬁ—:
_//6 X

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci = > 0 jest zbior (0; +00).

Kolejng nierownos$¢ rozwigzemy na dwa sposoby.

Przyktad 2

Rozwigzemy nastepujacg nieroOwnosé 2 = +5 < =2,
Zawsze na poczatku rozwigzywania zadania musimy poda¢ zalozenia, czyli * # —1.
D =R\ {-1}.

» I sposdb rozwigzania nieréwnosSci wymiernej:

W1 (CL‘)
Wa(zx)

Sprowadzamy nierownosc¢ do postaci < 0.

5x+5 +2 < 0, skad

204 i 2(5z+5)
5x+5 5x+b

< 0, zatem




12246

5x+5 <0.

Zapisujemy nierownos$¢ w postaci rownowaznejnierownosci iloczynowe;j
(122 + 6)(bx +5) <0 A = # —1,
60(z+ 3)(z+1) <0 A z# —1.

Odczytujemy miejsca zerowe wielomianu W(z) = 60(z + 5 ) (x + 1) oraz

A

uwzgledniajgc dziedzine, szkicujemy jego wykres.

!
§

W(z) <0< ze (—1;—3)

Uwzgledniamy dziedzing D = R \ {—1}, ktéra w tym wypadku nie wptywa na

rozwigzanie. Zatem zbiorem rozwigzan nierownosci gz;g < —2 jest zbior (—1; — %)

IT sposéb rozwiazania nieré6wnos$ci wymiernej:

Zauwazmy, ze wielomian bx + 5 wystepujacy w mianowniku przyjmuje wartosci
dodatnie, jak i ujemne. Zatem nie mozemy nier6wnosci pomnozy¢ obustronnie przez
5z 4+ 5. Pomnozmy obie strony nieréwnosci przez wyrazenie (5 + 5)2. Wowczas,
przy przyjetych zalozeniach, zwrot nieré6wnosci nie ulegnie zmianie, bo

(52 +5)* > 0.

2l < 2| (52+5)

224 . (5z+5)° < —2-(5z +5)°,

(2¢ — 4)(5z + 5) < —2- (5z + 5)?,

(22 — 4)(5z +5) +2- (5z + 5)* < 0.
Wytaczamy wspolny czynnik przed nawias
(5x + 5)[2z — 4+ 2(5z + 5)] < 0,

(b + 5)[2z — 4 + 10z + 10] < 0,

(12x + 6)(5x + 5) < 0,

60(z + 3 )(z+1) <0.



Nastepnie postepujemy analogicznie jak powyzej, czyli wielomian
W(z) = 60(z + +)(z + 1) ma dwa pierwiastki jednokrotne: (—1), (—3).

N ;<o

W(z) <0< ze (—1;—3)

|
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Uwzgledniamy dziedzing D = R \ {—1}, ktéra w tym wypadku nie wptywa na

rozwiazanie. Zatem zbiorem rozwigzan nierownosci gﬁ;g < —2jest zbior (—1; —%)

Wazne!

Zwro6¢my uwage na to, ze przy rozwigzywaniu nieréwnosci wymiernej drugim
sposobem, nie mozemy mnozy¢ obustronnie nieré6wnosci przez mianownik wyrazenia
wymiernego, jesli nie wiemy jaki on ma znak, czy ujemny czy dodatni. Jesli znak
mianownika bylby ujemny, to po pomnozeniu nieréwnosci przez ten mianownik,
musielibyS$my zmieni¢ zwrot nieréwnosci.

Przyktad 3

z% 81
7 =0

Rozwigzemy nier6wnos¢
Podajmy zalozenie: x + 9 # 0, czyli  # —9.
D =R\ {-9}.

Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia a® — b? = (a + b)(a — b) otrzymujemy

(z+9)(z—9)

z+9 < 0.

Po skroceniu wyrazenia przez z + 9 mamy
z—9<0,
x<9izx# —9.

Uwzgledniajgc dziedzine szkicujemy wykres.



Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci ””;;Sl < 0jest zbior (—oo; —9) U (—9;9).
Wazne!

Rozwigzujac nieré6wno$¢ wymierna, pamietajmy o wyznaczeniu dziedziny.

Algorytm rozwiagzywania nierownosci wymiernych

I sposob:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Sprowadzamy nierownos¢ do postaci ogolnej - przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedna stron¢ nieréwnosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Nieré6wnos$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej przy wyznaczonej dziedzinie nieréwnosci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzine.

II sposéb:

1. Wyznaczamy dziedzine nierownosci wymierne;j.

2. Mnozymy obustronnie nier6wno$¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nieréwnosci.

6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwnos$ci wymiernej uwzgledniajgc dziedzine.

Stownik

dziedzina nieréwnosci wymiernej
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dziedzing nierownosci wymiernej s wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem

pierwiastkow wielomianu W5 (x) znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
Wi(z)

Wz(iE)
D=R \{z: Wy(z) =0}
pierwiastek wielomianu

pierwiastkiem wielomianu W (z) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktorej W(a) = 0



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z przyktadem przedstawionym w infografice, a nastepnie wykonaj

polecenie 2 3.

Polecenie 2

Rozwiaz nieréwnosé¢ wymierna -2=%- < 1 dwoma sposobami.
2x+6

Polecenie 3




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 o
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 ®
Rozwiagz nierdwnosc: % > 0.

Cwiczenie 7 @
Rozwiaz nieréwnosc: mEZ > 2.

Cwiczenie 8 @

Funkcja f(x) = ;fjlao przyjmuje wartosci dodatnie dla wszystkich argumentow ze

zbioru (—oo; —2) U (3; +00). Wyznacz warto$¢ wspétczynnika a.

Cwiczenie 9 @

ab+bct+ac
abe Z 6.

Wykaz, ze jesli liczby a, b, ¢ s3 dodatnie,toa + b+ ¢ +




Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Nierowno$¢ wymierna

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rOwnania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
a;'(mtctl) + z+1 2 (:cfl)a(v:L'Jrl) :

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje proste nierownosci wymierne;

» wykorzystuje pojecie utamka algebraicznego jednej zmiennej przeksztalcajgc wyrazenia
algebraiczne;

o doprowadza nieré6wnos¢ wymierng do rownowaznejnieréwnosci wielomianowej przy
wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymierne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przed lekcjg przypominajg sobie sposoby rozwigzywania rownan
wymiernych, nierownosci wielomianowych, wyznaczania dziedziny utamka
algebraicznego, skracania i rozszerzania utamkow algebraicznych.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje uczniom temat - ,Nierowno$¢ wymierna”, wskazuje cele zaje¢ oraz
ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe lub 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach
zapoznaja sie z informacjami w sekcji ,,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione definicje,
twierdzenie, przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum
klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne
watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w Infografice. Nauczyciel
wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg w grupach polecenie nr 2 oraz 3 z sekciji ,Infografika”. Uczniowie
w poleceniu 2 rozwigzuja nier6wno$¢ wymierna na dwa sposoby.

4. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ zadan. W razie watpliwosci udziela odpowiedzi na
zadane przez uczniow pytania.

5. Nastepnie uczniowie w grupach rozwigzuja krzyzowke z sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa,
ktoéra poprawnie rozwigze krzyzoéwke jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze



nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywno$¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum
klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia nr 3-9 z sekcji ,Sprawdz si¢” . Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

» Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Nierownos$¢ wymierna” i inicjuje krotka
rozmowe na temat zrealizowanych celéw (czego uczniowie si¢ nauczyli).

» Nakoniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacje.

Praca domowa:
« Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Wyrazenia wymierne. ROwnania wymierne
» Rozwigzywanie rownan wymiernych
» Nieroéwnosci wielomianowe

Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzysta¢ na lekcji podsumowujacej przed sprawdzianem z funkciji
wymiernejlub w trakcie lekciji ,,Zbior rozwigzan nieréwnosci wymiernej'.

Infografike mozna wykorzysta¢ na zajeciach powieconych rozwigzywaniu nier6wnosci.
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