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Juz w starozytnosci korzystano z wlasnosci szczeg6lnych trojkatow. W Egipcie Faraonow
tak zwany trojkat egipski, czyli trojkat o bokach 3, 4, 5, pozwalat budowniczym

i architektom wyznaczac kat prosty bez znajomosci twierdzenia Pitagorasa, czy innych
bardziej zaawansowanych metod.

Czasy starozytne juz dawno minely, lecz trojkaty o specjalnych wilasnosciach, nadal znajduja
zastosowanie.

W tejlekciji przyjrzymy sie trojkgtowi rownoramiennemu prostokatnemu i wartosciom
funkcji trygonometrycznych dla kata 45°.

Twoje cele

« Poznasz warto$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°.
« Wykorzystasz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45° w obliczaniu pol
i obwodow figur na plaszczyznie.




Przeczytaj

Zacznijmy od przeanalizowania ponizszego rysunku.
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Przedstawiony zostal réwnoramienny i prostokatny trojkagt ABC'. Ramiona w takim
trojkacie stanowig jednoczesnie jego przyprostokatne i sg rownej dtugosci. Ponadto, katy
<ABC'i <BCA sa sobie rowne i wynosza 45°. Obliczymy warto$ci wszystkich funkciji
trygonometrycznych dla kata <ABC.

Aby policzy¢ sinus kata <ABC, dzielimy dtugos¢ przyprostokatnejlezgcej naprzeciw
badanego kata przez dtugos$¢ przeciwprostokatne;j:

Aby obliczy¢ cosinus kata <ABC, obliczamy stosunek dtugos$ci przyprostokatnejlezace;j
przy badanym kacie i przeciwprostokatne;j:

cosds® = A8 _ 1 _ 1 V2 _ V2

BCl V2 o va o V2o 2

W celu znalezienia wartosci tangensa kata <ABC, dzielimy dlugo$¢ przyprostokatnej
lezacejnaprzeciwko badanego kata przez dlugos¢ odcinka stanowigcego przyprostokatna
lezaca przy badanym kacie:

- _ A0l 1 _

Twierdzenie: O wartosciach funkcji trygonometrycznych dla kata 45°



Funkcje trygonometryczne dla kata 45° przyjmuja nastepujace wartosci:

. sind5’ = L2,
e cos4b’ = 4;
o tgdh® = 1.

Umiemy juz oblicza¢ wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45°.
Nasuwajgcym si¢ teraz pytaniem jest: ,Jak mozemy te wiedze wykorzystac?’

Znajomo$¢ powyzszych wartosci znajduje swoje zastosowania w sytuacjach, ktoére wymagaja
wyznaczenia dtugosci bokow tréjkata rownoramiennego prostokatnego, a dysponujemy
dtugoscia tylko jednego boku. Mozemy wykorzysta¢ te wiedze takze w innych figurach niz
trojkaty. W niektorych sytuacjach jesteSmy w stanie wyodrebnic¢ trojkagt rownoramienny
prostokatny, dzielac bardziej ztozong figure na prostsze sktadowe.

Prostym przykladem takiej figury moze by¢ trapez o pewnych szczegolnych wiasnosciach.
Gdy ramie trapezu tworzy z podstawa kat ostry 45°, owo ramie, wysoko$¢ trapezu

i fragment podstawy tworzg pozadany przez nas trojkat. Rozwazymy teraz sytuacje, gdy
mozemy policzy¢ pole trapezu majac dane zaledwie dwa boki.

Przyktad 1

Obliczymy pole trapezu rownoramiennego ABC'D przedstawionego na ponizszym
rysunku.
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Zauwazmy, ze punkty F'BC tworza trojkat rownoramienny prostokatny, gdzie odcinek
CF jest wysokoscia trapezu.

Znamy dlugos¢ przeciwprostokatnej, zatem korzystajgc z wartosci sinusa 45° mozemy
znalez¢ wysokosc¢.

Oznaczajgc dtugos¢ odcinka C'F przez h mamy:
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. o _h_
sin 45 =5

V2 _ _h

2 22
Mnozac stronami rownos¢ przez 2v/2 otrzymujemy wartosé h:

2422 4
h==5"==5=2

Zatem wysoko$¢ trapezu ABCD wynosi h = 2.

Aby obliczy¢ zgdane pole powierzchni, brakuje nam jeszcze informaciji o dtugosci dolnej
podstawy.

Mozemy zauwazy¢, ze odcinek |F'B| = |CF| = 2.
Ponadto odcinek |AD| = v/8, gdyz trapez ABCD jest rownoramienny.

W identyczny sposob jak dla tréjkata F'BC, mozemy policzy¢ dtugo$ci bokow trojkata
AED.

Stad otrzymamy, ze odcinek AE ma réwniez dlugo$¢ |AE| = 2.
Dlugoéc¢ odcinka E'F tez jest nam znana, albowiem |EF| = |CD| = 3.
Wynika to z faktu, ze EF'C'D jest prostokatem.

Zatem dtugos¢ dolnejpodstawy wynosi |[AB| =2+3+2=1T.

Korzystajac ze wzoru na pole trapezu, uzyskujemy koncowy wynik

p=&12 _q

W bardziej ztozonych zadaniach pojawia sie konieczno$c¢ rozbicia trojkata na mniejsze
trojkaty prostokatne, w ktorych znajomosc¢ funkcji trygonometrycznych pozwoli nam
wyznaczy¢ niezbedne dtugosci odcinkow.

Przyktad 2

W trojkacie prostokgtnym rownoramiennym ABC' dlugos¢ przeciwprostokatnej wynosi
¢ = 9v/6. Srodkowe tego trojkata przecinaja sie w punkcie D, z ktorego poprowadzono
odcinki padajgce pod katem prostym na przyprostokatne. Oblicz pole utworzonego

w ten sposob kwadratu (na rysunku jest to kwadrat BEDEF)).
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Zauwazmy, ze w przypadku trojkata prostokatnego rownoramiennego wysokos¢
poprowadzona z kata prostego pokrywa si¢ ze srodkowg trojkata.

W zwigzku z tym wysoko$¢ h poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli ten
trojkat na dwa trojkaty o katach 45°,45°,90°.

Otrzymane w ten sposob trojkaty ABG i BCG sg przystajace, za$ krotszy bok kazdego
z nich ma dtugos¢ rowng potowie dtugosci przeciwprostokatnej trojkata ABC, tj.

_ 96
h — T.
Nastepnie przypomnijmy, ze punkt przeciecia Srodkowych w kazdym trojkacie dzieli te

srodkowe w stosunku 2 : 1, gdzie krotszy odcinek 1gczy srodek ciezkosci ze srodkiem
boku.

Punkt przeciecia srodkowych w tréjkgcie nazywany jest zwykle srodkiem ciezkosci
trojkata.

Zatem punkt D dzieli wysoko$¢ BG na dwa odcinki o dtugos$ciach:
|DG| = 2+/61|BD| = $/6 = 3./6

Sytuacje te obrazuje ponizszy rysunek (dla czytelnoSci nie zaznaczono na nim
srodkowych wychodzacych z wierzchotkow A i C).
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Znamy wiec dtugosc¢ odcinka BD, wiemy tez, ze katy <BED i <BF'D s3 proste (wynika
to z tresci zadania).

Ponadto, katy <GBC i <ABG majg po 45°.

Wykorzystamy funkcje sinus.

V2 _ IDE|
2 7 36
208 — | DE|

DE| = 242 = 43 =373

Znamy wiec dltugos¢ boku kwadratu BEDF'. Jego pole wynosi zatem

pP= (3%5):9-3:27.

Czasami w zadaniu musimy skorzysta¢ z funkcji trygonometrycznych kata 45° wielokrotnie
by osiggngc¢ zamierzony cel. Dobrze ilustruje to nastepujacy przyktad.

Przyktad 3

Bardzo prosty szkic muszli amonitu uzyskano poprzez narysowanie trojkgta
prostokatnego rownoramiennego ABC), a nastgpnie narysowaniu czterech tréojkatéw do
niego podobnych. Kazdy kolejny trojkat dorysowywano w taki sposob, ze




przeciwprostokgtna poprzedniego trojkgta stawata sie przyprostokatng dla kolejnego
z nich. Otrzymany rysunek widoczny jest ponize;j.

Pole tego szkicu wynosi P = 217 cm?. Jaka dtugoé¢ ma odcinek AB? Oblicz obwéd tego
wielokata.

Dla ulatwienia oznaczmy dtugoé¢ odcinka AB przez a.

Wowczas pole powierzchni trojkgta ABC wynosi Papc = “72, za$

CD| = |AC| = 7% = & =av2.
2

Zauwazmy, ze korzystajac z tej samej wartosci funkeji sinus jesteSmy w stanie wyznaczy¢
dtugosci wszystkich pozostatych odcinkéw na tym rysunku:

 |DE| = |AD| = |AC|- V2 = 2a;

« |EF|=|AE| = |AD|-V2 = 2v/2a;
- |AF| = |FG| = |AE|- V2 = 4a;

e |AG| = |AF|- V2 = 4/2a.

Rozwazany przez nas wielokat jest podzielony na trojkaty, ktorych pola w tatwy sposob
jesteSmy w stanie obliczy¢.

Mamy bowiem:
CD|-|AC 2
| I'JAC| _ 24> __ a?:

2 2
|DE|-|AD| _ 2.2¢2 2.
5 === = 2a°;

e Pycp =

e Pypp =



EF||AE ).
e Pypp =" ‘2‘ L= 4%,

FG|-|AF
_ IFGIARL _ g

* Psrc
faczne pole powierzchni calego rozwazanego wielokgta wynosi zatem:
P = Pypc + Pacp + Papr + Papr + Pare = 153a>.

Podstawiajac znang nam warto$¢ P otrzymujemy proste rownanie kwadratowe, z ktorego
jestesmy w stanie wyliczy¢ dlugos¢ boku AB.

217 cm? = 3,

% cm? = a?,

a? =14 cm?,

a=+v14d cm V a=—V14 cm.

Oczywiscie dlugos¢ boku trojkata nie moze by¢ liczbg ujemng, wiec

|AB| = /14 cm.

Obwod rozwazanego wielokgta otrzymamy sumujac odpowiednie dtugosci bokow
rozpatrywanych w zadaniu trojkatow.

Mamy zatem
| =|AB| +|BC| + |CD| + |DE| + |EF| + |FG| + |AG| =
=a+a+av2+2a+2vV2a+ 4a +4V2a =

= 8a + 7V2a = (8\/ﬂ—|— 7\/%) cm.

Ostatecznie obwéd tego wielokata wynosi 84/14 + 14+/7 cm, za$ dlugosé¢ boku AB to
V14 cm.

Stownik
funkcje trygonometryczne

funkcje wyrazajgce miedzy innymi stosunki miedzy dtugoSciami bokow trojkata
prostokatnego wzgledem miar jego katow wewnetrznych; podstawowymi funkcjami
trygonometrycznymi s sinus, cosinus, tangens i cotangens

srodkowa trojkata




odcinek taczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwlegtego boku; kazdy trojkat ma
trzy srodkowe, odpowiadajgce poszczegolnym jego wierzchotkom

srodek ciezkosci tréjkata

punkt, w ktorym przecinajg sie¢ wszystkie trzy sSrodkowe trojkata (inng jego nazwa jest
barycentrum); punkt ten dzieli kazdg ze srodkowych na dwie cze$ci, przy czym odcinek
laczacy barycentrum z wierzchotkiem jest dwukrotnie dluzszy od odcinka 1gczacego
Srodek ciezkosci trojkata ze Srodkiem boku



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzywac
zamieszczone tam zdania, a dopiero nastepnie poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym
w medium.

Polecenie 2

Wzorujac sie na przedstawionym w galerii zdjec interaktywnych rozumowaniu, rozwiaz
nastepujace zadanie:

Odcinek AD stanowi $rodkowa tréjkata prostokatnego rownoramiennego ABC'
poprowadzong z wierzchotka A kata prostego. Punkt F' dzieli bok AC na dwie rowne czesci.
Poprowadzono z niego odcinek F'E taczacy go z przeciwprostokatng, réwnolegty do AD. Pole
otrzymanego w ten sposéb trapezu prostokatnego ADEF wynosi 12.

B

Oblicz pole tréjkata ABC.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzupetnij tekst poprzez przeciaggniecie poprawnych odpowiedzi.

Wartoscisin45° i cos45° sai i Wynoszai

Wartosc tg{ ------------------- Wyn05|1 ______________________________
Pozwalaja c;;{é_;l_)_l_i_c;;ga’rugoéci réznorakich odcinkéw - przyktadowo,
przekatna kwadratu o boku d’rugos’ci? ___________________ ma dtugosc %.

[oraeciwne || <2 || 32 | (90" [1] [ V] [romne | [oawromne ] [ 3 [45°] | 22|




Cwiczenie 2

Na podstawie zatgczonego rysunku zaznacz poprawng odpowiedz.

— 3

(- \E BN\ p

Jakie jest pole powierzchni trapezu ABCD, jesli wiadomo, ze |AD| = 5i |CE| = 2?

O %
O 4v2
O 8

O V2

Cwiczenie 3

Na podstawie zatagczonego rysunku oblicz ile wynosi pole ponizszego trapezu.

45°

K | 45°




Cwiczenie 4

Punkt C jest punktem przeciecia sie przekatnych kwadratu ABDE.

B D
45° 45°
2 C 2
O O
A 2 E

Zaznacz poprawng odpowiedz. Obwad figury przedstawionej na rysunku wynosi:

8+ 2v/2

6+ /2

61/2

6+ 2v/2

o o o o O O O

8+ 12



Cwiczenie 5

Do zadanego okregu o $Srodku w punkcie A i promieniu 7 dorysowany zostat styczny okrag
o promieniu 7 - (\/5 — 1) i Srodku w punkcie C. Z punktu C poprowadzono styczng do

pierwszego okregu, a punkt stycznosci oznaczono literg B. Oznaczmy punkt przeciecia tej
stycznej i mniejszego okregu przez E. Oblicz dtugos¢ odcinka BE.

Cwiczenie 6



Cwiczenie 7

Niech ABC bedzie prostokatnym trojkatem réwnoramiennym, o przeciwprostokatnej BC'
o dtugosci 24/6. Na jego przyprostokatnych AB i AC zbudowano dwa trojkaty do niego
podobne (ABD i ACE) w taki sposéb, ze ramiona pierwotnej figury stanowity
przeciwprostokatne nowo utworzonych tréjkatéw. Nastepnie czynnosc te powtérzono,
tworzac w analogiczny sposéb dodatkowe cztery tréjkaty prostokatne rownoramienne,
ktérych przeciwprostokatne stanowity przyprostokatne tréjkatow ABD i ACE. Wskaz
zdania prawdziwe:

(] Obwéd utworzonej w ten sposéb figury wynosi 8 + 21/6.
(] Obwéd utworzonej w ten sposéb figury wynosi (8 + 2\/5) . \/§

0 Stosunek tacznego pola powierzchni czterech trojkatéw dodanych w ostatnim
etapie tworzenia tej figury do pola powierzchni jej catosci wynosi 1 : 4.

[ ] Pole catej figury wynosi (56 + 18\/5).

Stosunek tacznego pola powierzchni czterech tréjkatéw dodanych w ostatnim
etapie tworzenia tej figury do pola powierzchni jej catosci wynosi 1 : 8.

(] Obwod utworzonej w ten sposéb figury wynosi 10V/6.

Stosunek tacznego pola powierzchni czterech tréjkatéw dodanych w ostatnim
etapie tworzenia tej figury do pola powierzchni jej cato$ci wynosi 1 : 3.

O

(] Pole catej figury wynosi 18.

Cwiczenie 8 @

Dany jest trapez, w ktorym podstawy maja dtugosci |AB| = 12¢/2 cm i |CD| = 1642 cm,
za$ bok |AD|, bedacy dtuzszym z jego ramion tworzy z podstawa |C'D| kat o mierze 45°.

Oblicz obwod tego trapezu, jezeli jego pole wynosi 112 cm?.



Cwiczenie 9 @

Korzystajac z danych przedstawionych na ponizszym rysunku, wyznacz dtugos¢ a boku ED,

jezeliy = Y3 g,




Dla nauczyciela

Autor: Filip Turobos

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoS$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« pozna warto$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°;
« wykorzysta wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45° w obliczaniu po6l i obwoddéw
figur na ptaszczyznie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
« mapa mysli;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Warto$ci funkcji
trygonometrycznych dla kata 45°".

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,

a pozostatly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”, czyta tres¢
polecenia nr 1 - ,Przeanalizuj ponizsza prezentacje multimedialng i rozwigz zadanie”
Po zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
niezrozumieniem.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ ich wykonania , omawiajac je wraz z uczniami na biezaco.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwiazania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:



o Wprowadzenie do trygonometrii
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” do
pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na
zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac zadania w temacie ,Wartosci

°n

funkcji trygonometrycznych dla kata 45"


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie-do-trygonometrii/Dlp4tL56I

