Jak znalez¢ wspotrzedne srodka symetrii?
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; e Zrédto: Ricardo Gomez Angel, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Zastanowmy sie, ktore wielokaty foremne majg Srodek symetrii. Sg to kwadrat, szesciokat
foremny, osSmiokat foremny i... Z kolei trojkat rownoboczny oraz pigciokat foremny sg
przykladami figur, ktore nie majg Srodka symetrii. Wiesz juz jaka jest ogolna zasada?
Oczywiscie srodek symetrii maja tez obiekty duzo bardziej skomplikowane niz figury
foremne. Przyktadem figury sSrodkowosymetrycznej s tzw. rozety (o ile powstaly na planie
wielokata o parzystej liczbie wierzchotkoéw). Rozeta to duze, okragle okno z promieniscie
uksztalttowanymi dekoracjami, charakterystyczne dla architektury gotyckieji umieszczane
w szczytach budowli lub nad gléwnym portalem kosciota. Przykladem moze by¢ rozeta nad
wejsciem do Katedry na Wawelu.

Twoje cele

» Poznasz metody wyznaczania $rodka symetrii figury.
» Dowiesz sig, jakie sg wlasnosci figur sSrodkowosymetrycznych.
» Zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.




Przeczytaj

Figura srodkowosymetryczna
Figure majgca Srodek symetrii nazywamy figurg Srodkowosymetryczng.
Definicja: Srodek symetrii figury

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii figury, jesli symetria o Srodku O przeksztalca te

figure na nig sama.

W ponizszych przykladach zaprezentujemy kilka figur srodkowosymetrycznych
i wyznaczymy ich $rodki symetrii w ukladzie wspotrzednych.

Odcinek jest figurg srodkowosymetryczng, a Srodkiem symetrii odcinka jest jego srodek.
Przyktad 1

Wyznaczymy $rodek symetrii odcinka AB, gdy A = (—2,1)i B = (4,2).

Y

Rozwigzanie:
Srodek symetrii O = (zg, yo) jest $rodkiem odcinka AB.

Korzystamy ze wzorow na $rodek odcinka:

__ TATZB __ Yatys
o= —"5 Y% = 5 -




TA+TB —244 Ya+yB 1+2 3

Dla danych punktoéw otrzymujemy: zy = 5% = —5= =1liyy = =5~ = 5= = 3.

2 . .. . . 3
Srodkiem symetrii odcinka AB jest punkt O = (1, 7).

Okrag i koto sg figurami Srodkowosymetrycznymi, a Srodkiem symetrii jest srodek okregu,
kota.

Przyktad 2
Podamy wspotrzedne srodka symetrii okregu o réwnaniu (z — 1)2 +y2 =4
Rozwigzanie:

We wspotrzednych kartezjanskich réwnanie okregu o srodku O = (a, b) i promieniu r
ma postac:

(2 —a)’ +(y—b)* =1

Z rownania (z — 1) + 2 = 4 odczytujemy wspotrzedne érodka okregu O = (1, 0) oraz
dtugos¢ promienia r = 2.

YA

Srodkiem symetrii okregu (z — 1)* 4 y? = 4 jest punkt O = (1,0).
Przyktad 3

Znajdziemy $rodek symetrii okregu przechodzgcego przez punkty A = (=3, — 1) i
B = (1, — 3), wiedzac, ze $rodek okregu lezy na prostej m o rownaniu y = 3z + 2.
Podamy réwnanie tego okregu.
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Rozwigzanie:

Srodek okregu lezy na przecieciu symetralnej odcinka AB, z prostg o réwnaniu
y =3+ 2.

Definicja: symetralna odcinka

Symetralng odcinka nazywamy prosta prostopadtg do odcinka i dzielagcg go na dwie
rowne czesci.

Wyznaczamy réwnanie symetralnejodcinka AB.

Zapiszemy réwnanie prostej k przechodzacej przez punkty A = (=3, — 1) i
B = (1, — 3) wpostaci y = az + b.
W tym celu rozwigzujemy uktad rownan:
—1=a-(-3)+b
{—3 =a-1+b
Odejmujmy od pierwszego rownania drugie i otrzymujemy:

2=—4.qa,stad a = —%.
Z drugiego rownania otrzymujemy b = —3 — a, a w rezultacie b = —3 — (—%) = —%.

Réwnanie prostej k przechodzacejprzez punkty Ai Btok:y = —%:c — %
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Interesuje nas warto$¢ wspotczynnika kierunkowego prostej k przechodzacej przez
punkty A i B, poniewaz szukamy rownania symetralnej, ktora jest do prostej k
prostopadta.

Reguta: prostopadtosé prostych

Jezeli proste y = ayx + by i y = asx + bs sa prostopadte to:
a9 ::——gT.
Poniewaz w naszym przypadku a1 = — %, to z warunku prostopadltosci prostych wynika,

ze:

Fl
Symetralna odcinka AB jest zatem postaci y = 2z + bs.

Poniewaz symetralna odcinka jest do tego odcinka prostopadta i przechodzi przez jego
srodek, musimy wyznaczy¢ wspotrzedne $rodka odcinka AB, gdzie:

A=(-3,-1)iB=(1, —3).
Oznaczmy przez P $rodek odcinka AB:

TA+TB Ya+ys

P = (zp, yp), gdzie zp = 72 yp = 5

Otrzymujemy stad:
Tp = mA‘gmB — —§+1 — 1

oraz



+ —14+(=3
yp = 3/A2yB _ 2( ) _ _9o

Zapiszemy teraz rownanie prostej! (symetralnej odcinka) przechodzacej przez punkt
P=(-1, —2).

Prosta [ dana wzorem y = 2z + by przechodzi przez punkt P = (—1, — 2), a zatem
speiniona jest rOwnosc¢:

—2=2- (—1) + ba, Stqd by = 0.

Rownanie prostejl ma zatem postac y = 2z.

~Y

Srodek okregu lezy na przecieciu symetralnej odcinka AB, czyli w naszym przypadku
prostejl o réwnaniu y = 2z, z prostg m o rownaniu y = 3z + 2.

W celu znalezienie punktu przeciecia rozwigzujemy uktad rownan:
y =2z
y =3z + 2

Po podstawieniu otrzymujemy rownos¢ 2z = 3z + 2.

Po rozwigzaniu otrzymujemy punkt przeciecia rozwazanych prostych O = (—2, — 4)



=Y

Obliczymy teraz promien okregu wykorzystujac wzor na odlegto$¢ punktow A = (z1,y;)
i B = (372, yz):

|AB| = \/(932 —z1)’ + (Y2 — )°

Skoror = |OA| = |OB|oraz A = (-3, —1)i O = (-2, — 4), wiec mamy rownosc¢:

r=|0A| = \/(—2 +3)2 +(—4+1)%= \/(1)2 +(=3)* = V10

Rownanie okregu o $rodku S = (a, b) i promieniu 7 ma posta¢ (z — a)® + (y — b)* = 12,
cow naszym przypadku daje (z + 2)° + (y + 4)° = 10.

Srodkiem symetrii okregu jest punkt O = (—2, — 4).

Dowolny réwnolegtobok jest figura $rodkowosymetryczng. Srodkiem symetrii
rownolegtoboku jest punkt przecig¢cia przekatnych.

Przyktad 4

Dane sg wierzchotki A = (—3,7), B= (—5,7) i C = (2, 5) rownolegtoboku. Podaj
wspolrzedne Srodka symetrii tego rownolegtoboku oraz wspotrzedne czwartego
wierzchotka.

Rozwigzanie:

Srodek symetrii rownolegloboku lezy na przecieciu przekgtnych tego réownolegtoboku.




Z rysunku wynika, ze punkt przeciecia przekatnych lezy na odcinku BC.

Wiasnosc: przekatne rownolegtoboku
Przekatne rownolegloboku dzielg sie na potowy.

Korzystajgc z powyzszej wlasnosci, zastosujemy wzor na srodek odcinka - w tym
przypadku wyznaczymy $rodek O = (g, yo) odcinka BC:

__ ZITptZc __ YBtYc
To=—5 Y= "5

Otrzymujemy w ten sposob:

Tp+xc —5+2
ro = 5 = 5 =

3
-5,

_ YyBtyc _ 745 _
Yo="35 =73 =6

Srodkiem odcinka BC jest punkt O = (—%, 6).



Zauwazmy, ze punkt O jest réwniez $§rodkiem odcinka AD. Zatem, korzystajgc
z powyzszych wzoréw mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktu D = (zp, yp).

__ Za+Zp _ Yatyp
To= —"5 Y= "5 .
TA+TD —3+zp 3
Mamyzo = ——5— = —5— = — 5.

Otrzymujemy w ten sposob xp = 0.

Podobnie, yy = #4712 = 7+2yD = 6,astad yp = 5.

W rezultacie otrzymujemy punkt D = (0, 5), bedgcy czwartym wierzchotkiem
rownolegtoboku.
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Przyktad 5

Rozwazmy romb ABCD, gdzie A = (-2, — 3)i B = (3, — 4 ). Wiedzac, ze jedna z
przekatnych rombu jest zawarta w prostejo rownaniu y = =z — % wyznaczymy

x
3

wspotrzedne punktéw C'i D oraz srodek symetrii tego rombu.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze punkt A lezy na prostej k danejréwnaniem y = %az — %, poniewaz

spetniona jest rownos¢ —3 = % - (=2) - %

Wiasnos¢: potozenie przekatnych w rombie

Przekatne w rombie przecinajg si¢ pod katem prostym, punkt przeciecia przekatnych
dzieli kazdg z nich na pot.

Srodek symetrii rombu (punkt przeciecia przekatnych) jest w tym przypadku punktem
przeciecia prostej k z prostg [, ktora jest do niej prostopadia i przechodzi przez punkt B.

Niech prosta [ okres$lona rownaniem y = asx + by bedzie prostg prostopadla do prostej k

o rOwnaniu y = %x — %

Z warunku prostopadtosci prostych as = — al—l Poniewaz a; = %, wiec
(5) 4
Zatem prosta [ przyjmuje posta¢ y = —%:c + ba.

Poniewaz prosta [ przechodzi przez punkt B = (3, — %), mozemy wyznaczy¢ bs.



Podstawiajac wspoltrzedne tego punktu do rownania prostejl otrzymujemy
% = —% -3 + by, stad by = %. Ostatecznie otrzymujemy réwnanie prostej
= —%m + %.

Y

Punkt przeciecia prostej k z prosta [ jest srodkiem symetrii rombu, musimy rozwigzac
uktad rownan:

y=5T-3
y=—qe+

Podstawiajac stronami otrzymujemy %a: — % = —%az + %, a dalej %az + %a: = % + %.

Po wykonaniu dziatan otrzymujemy %:c = %, aw rezultacie ¢ = 1.

Korzystajgc z pierwszego rOwnania otrzymujemy y = % -1 — %, astady = 1.

Otrzymali$my tym samym wspotrzedne punktu O = (1, 1), ktory jest $rodkiem symetrii
danego rombu.

Wyznaczamy wspotrzedne pozostatych dwéch wierzchotkéw rombu, punktow C'i D.

Z poznanych wiasnosci rombu wiemy, ze punkt O jest $rodkiem odcinka AC'. Znajac
wspotrzedne punktow O = (1,1) oraz A = (—2, — 3) otrzymujemy:

zo = 435 anastepnie 2 - zg = x4 + xc. Otrzymujemy w ten sposob zo = 2 - zo — z 4.

Podobnie yo = ¥ nastepnie 2 - yo = ya + yc, a w rezultacie yo = 2 - yp — ya.



Wykorzystujac wyprowadzone rownosci otrzymujemy: z¢c =2-1+2 =41
yc=2-1+3=5.

Wyznaczyli$my tym samym wspotrzedne wierzchotka C = (4, 5).

Wykorzystujac ponownie wlasnosci rombu, wiemy, ze punkt O jest $rodkiem odcinka
DB. Znajac wspétrzedne punktow O = (1,1), B = (3, — &) otrzymujemy:

Ty = m'#”f’, po przeksztatceniu 2 - g = xp + xp, aw rezultacie xp = 2 - xg — zp.
Podobnie, dla yp = “2.%2 otrzymujemy 2 - yo = yp + yp, a w rezultacie yp = 2 - yo — yp.
Wykorzystujac wyprowadzone rownosci otrzymujemy: zp = 2-1 -3 = —11

yD:2-]_—+—%:%.

OtrzymaliSmy w ten sposob wspotrzedne punktu D = (—1, %)

Srodkiem symetrii rombu jest punkt O = (1, 1), pozostate wierzchotki to: C' = (4, 5),
D= (-1,3).

Stownik
srodek symetrii figury

punkt O nazywamy $rodkiem symetrii figury, jesli symetria o srodku O przeksztalca te
figure na nig sama



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujacy, jak znalez¢ wspotrzedne srodka symetrii, a nastepnie
rozwiaz zadania i sprawdz odpowiedzi.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHgN6qGTt

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczacego tematu jak znalez¢ wspotrzedne srodka
symetrii.

Polecenie 2
Podaj wspotrzedne $rodka symetrii okregu o réwnaniu 22 + y2 — 10z + 24y — 56 = 0.
Polecenie 3

Poczatek uktadu wspoétrzednych oraz punkty przeciecia prostej y = —x + 4 z osiami uktadu
wspotrzednych sg trzema wierzchotkami prostokata ABC'D. Wyznacz $rodek symetrii tego

prostokata oraz wspotrzedne jego czwartego wierzchotka.


https://zpe.gov.pl/a/DHgN6qGTt

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dane sg punkty K = (—1,7) i W = (3, — 1). Wyznacz wspdtrzedne punktu, ktory stanowi
Srodek symetrii odcinka KW . Zaznacz poprawng odpowiedz.

O §=(-1,3)
O §=(2,6)
O §=(1,3)
O S=(-2,-6)
Cwiczenie 2 ©

Ponizej przedstawiono rownania okregdéw oraz punkty bedace ich srodkiem symetrii. Potacz
w pary rownania z odpowiednimi punktami.

2 +yP—6x—4y—3=0 S =(-3,2)
(z—3)7+ (z+2)° =16 S =(3,-2)
(z4+3)>2+ (z—2)% =16 S =(-3,-2)

2’ +y*+6x+4y—3=0 S =(3,2)



Cwiczenie 3

Wiadomo, ze srodek symetrii okregu lezy na prostej o réwnaniu y = —2x — 5 oraz, ze okrag
ten przechodzi przez punkty A = (—2,4) i B = (6, — 4). Jakie wspotrzedne ma $rodek
symetrii tego okregu? Zaznacz poprawng odpowiedz.

S =(-1,-3)

(_7a 9)

o O O
n
I

O §=(0,-5)

Cwiczenie 4

Wyznacz réwnania okregdéw przechodzacych przez podane trzy punkty A, B, C, a nastepnie
uporzadkuj je rosnaco wzgledem iloczynu wspoétrzednych ich srodka symetrii. Ztap element
i przesun go w gore lub w dot.

A=(0,0), B=(-8,0), C = (-8,10) :
A= (3,0), B=(3,16), C = (—=9,0) :
A=(0,0), B=(14,—6), C = (0,—6) :
A=(-1,7), B=(-11,7), C = (-1,-1) :



Cwiczenie 5

Wyznacz wspétrzedne wierzchotkéw kwadratu, wiedzac ze punkt S = (—3, 1) jest jego
srodkiem symetrii. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O A=(=7,2), B=(—4,-3), C = (1,0), D = (=2, 5)
) A=(-1,1), B=(=3,—5), C = (3,-7), D = (5,—1)
O A= (0,3), B=(1,-2), C=(6,-1), D= (5,4)

O A=(-5,0), B=(-4,-3), C=(-1,-2), D=(-2,1)

Cwiczenie 6

Poczatek uktadu wspétrzednych oraz punkty przeciecia prostej o réwnaniu y = %93 -3
z osiami uktadu s3 trzema wierzchotkami prostokata ABCD.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Srodek symetrii tego prostokata ma wspoétrzedne S = (%, —%)
(] Srodek symetrii tego prostokata lezy na prostej o réwnaniu Y= —%a: - 3.

(] Srodek symetrii tego prostokata lezy na odcinku o konicach (5, 0) i (0, —3).



Cwiczenie 7 @

W prostokacie ABC'D dane sa wierzchotki A = (—3,15) i B = (—8,0). Wiadomo, ze
prosta [: y = 3x + 3 jest osig symetrii tego prostokata.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Srodek symetrii tego prostokata lezy na prostej o réwnaniu Y= —%x + 17,

3
(] Srodek symetrii tego prostokata ma wspétrzedne S = (1, 5).
(] Bok AB tego prostokata lezy na prostej o réwnaniuy = 3z — 8.
(] Suma wspotrzednych $rodka symetrii tego prostokata wynosi 6%.
Cwiczenie 8 @

Punkty A = (-9, — 1) i B = (3, — 6) sa wierzchotkami rombu ABC D, ktérego krotsza
przekatna jest zawarta w prostej o rownaniu y = 5z — 21. Jakie wspétrzedne ma srodek
symetrii tego rombu? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O §=(35,-3%)
O s (32
O §= (4,-3)

O S=(35,-4)



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak znalez¢ wspolrzedne Srodka symetrii?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy.
Uczen:

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasno$ciach (takich jak na przykiad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, réwnolegtos¢ lub
prostopadlo$¢ do innej prostej, styczno$¢ do okregu;

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych;
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = 2.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 zna definicje Srodka symetrii figury
 rozpoznaje figury srodkowo-symetryczne



» planuje czynnosci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia Srodka symetrii figury

» wyznacza Srodek symetrii odcinka, okregu, rownolegtoboku, wykorzystujac poznane
twierdzenia

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami

« analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacji i ¢Cwiczen interaktywnych
» pokaz multimedialny
» rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
« tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominajg okreslenie srodka symetrii.
2. Podajg przyktady figur srodkowo-symetrycznych.
3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel poleca przeanalizowanie przykladow zawartych w sekcji ,Przeczytaj

2. Uczniowie w parach analizujg przyklady zawarte w sekcji ,,Przeczytaj”.

3. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

4. Uczniowie ogladaja animacje i omawiaja ja wraz z nauczycielem nastepnie samodzielnie
rozwiazuja zadania pod nia.



5. Metoda ,burzy mozgow” podajg algorytmy wyznaczania srodka figury, okreslaja z jakich
twierdzen i definicji nalezy skorzystac.

6. Uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez
nauczyciela, wspolnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi chetnych uczniow o zaprezentowanie sposobow wyznaczenia Srodka
symetrii figur podanych w animacji.

2. Uczniowie okres$laja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:

o Symetria wzgledem punktu
» Figury Srodkowosymetryczne

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ animaciji jako prace witasng przed lekcja. Materiat
moze by¢ inspiracja do zrealizowania projektu ,,Symetria Srodkowa
w przyrodzie/architekturze/zyciu codziennym”
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