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Przekroje czworoscianu foremnego

Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Zrédto: dostepny w internecie: www.pexels.com, domena publiczna.

Scista definicja przekroju mowi, ze jest to cze$¢ wspolna ptaszczyzny i bryly, ktorg ta
plaszczyzna przecina. Przekroje zdradzaja nam budowe wewnetrzng przedmiotu. Wiedza



o przekrojach bryl ma zastosowanie w wielu dziedzinach. Architekci, inzynierowie maszyn,
okretow, projektanci przedmiotow uzytkowych postuguja sie rysunkami przekrojow, aby
opisac¢ dokladniej to, co projektuja, co tworzg - budynek, okret, czy fotel. Czworo$cian to
bardzo ciekawa bryla. Jego przekrojem moze byc¢ trojkat, prostokat, trapez, a nawet
kwadrat.

Twoje cele

e Wyznaczysz wysoko$¢ czworoScianu foremnego.

» Wyznaczysz pola powierzchni przekrojow czworo$cianu foremnego np. trojkata,
kwadratu, trapezu.

e Znajdziesz miare kata miedzy Scianami czworoscianu foremnego.

e Znajdziesz miare kata miedzy krawedzig boczng, a podstawg czworo$cianu
foremnego.




Przeczytaj

Odrebnym aspektem, ale nie mniej waznym sg przekroje jakie mozna otrzymac przecinajgc
czworos$cian foremny ptaszczyznami. Sytuacje te ilustruje ponizszy pokaz slajdow.

Kiedy czworoscian foremny ustawimy tak, ze podstawq jest jedna z jego Scian, to przekroj
plaszczyzng réwnolegla do podstawy da nam zawsze trojkat podobny do tej podstawy.
Rowniez przekroj, jaki uzyskujemy tngc czworo$cian foremny plaszczyzng zawierajacy
krawedz boczng i przecinajacqg krawedz do niej skosng, jest trojkatem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1Gv6iFAv

Jesli przetniemy czworosScian foremny plaszczyzng prostopadia do podstawy tak, aby
przeciac cztery krawedzie czworoscianu, i rownolegta do krawedzi podstawy, z ktora
ptaszczyzna nie ma punktu wspolnego, to otrzymany przekroj jest trapezem
rOwnoramiennym.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIGv6iFAv

W sytuaciji, gdy plaszczyzna przecigcia jest rownolegla do krawedzi skosnych
czworo$cianu, otrzymujemy czworokat, ktory jest prostokatem, poniewaz kat miedzy
krawedziami sko$nymi jest katem prostym. (Kat miedzy krawedzig i rzutem prostokgtnym
krawedzi do niej sko$nejna ptaszczyzne, w ktorejlezy dana krawedz.)

W szczegolnym przypadku, gdy boki prostokata tgczg srodki sgsiednich krawedzi
czworoscianu, przekrojjest kwadratem.

Przyktad 1

CzworoScian foremny zostat przeciety ptaszczyzng przechodzacg przez krawedz boczng
i wysokos¢ podstawy. Jako przekroj otrzymano trojkat o polu rownym 2v/2 cm?.
Obliczymy dtugos¢ krawedzi tego czworoscianu.

Rozwigzanie:



https://zpe.gov.pl/a/D1Gv6iFAv

Oznaczmy literami:
a - krawedz czworo$cianu foremnego,

H - jego wysokosc¢,

h=% 3 - wysoko$¢ trojkata rownobocznego, bedacego $ciang czworoécianu.

Punkt E jest srodkiem cigzkosci tréjkata réwnobocznego ABC. Wiemy, ze dzieli on
wysoko$¢ trojkata na odcinki w stosunku |CE| : |[EF| = 2 : 1. Stad dlugo$¢ odcinka EF
jest rowna %h Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy (%h) ‘L H? = R2 Stad

H? = 3 h?2, czyli wysoko$¢ czworoscianu foremnego:
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Pole powierzchni przekroju czworo$cianu - trojkagta C DF wynosi 2v/2 cm?.

Podstawiajgc do wzoru na pole trojkgta Popr = 22 = 24/2, gdzie h = “Tﬁ iH = “g/g.

av3  av6 2\/_
Stad 23— = 2v/2i dalej 22 = 2v/'2, czyli a® = 8. Dhugos¢ krawedzi podstawy

czworo$cianu @ = 2\/5 cm.

Przyktad 2

Czworo$cian foremny zostat przeciety plaszczyzng przechodzacg przez krawedz boczng
i wysokos§¢ podstawy. Jako przekroj otrzymano trojkat rownoramienny. Wyznaczymy
miary katow tego trojkata.

Rozwigzanie:



Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Niech @« = <CFD, a8 = <FDC = <DCF.

Zauwazmy, ze sina = % Korzystajac z zaleznosci h =

sina—%ﬁ—%/g—w§
a3 3y3 3
2

czworo$cianu foremnego. Tréojkat CF' D jest rbwnoramienny, zatem kat 3, kat miedzy

otrzymujemy:

Z tablic odczytujemy a ~ 70°. Kat a to kat miedzy $§cianami

- - 180° —a o
krawedzig boczng a podstawg wynosi 8 = —5— ~ 55".
Przyktad 3

CzworoS$cian foremny ABC D zostal przeciety ptaszczyzna zawierajacg krawedz
podstawy AB i przecinajacg krawedz do niej skosna DC' w punkcie E tak, ze
|DE| : |[EC| = 2 : 1. Obliczymy pole uzyskanego przekroju.

Rozwigzanie:



Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Dlugos¢ odcinka BE oznaczmy przez x, Zas
diugos¢ wysokosci trojkata rownoramiennego ABE przez y. Z warunkéw przyktadu

wynika, ze |[EC| = %a. Zatem korzystajac z twierdzenia cosinusow dla tréjkata BCE
mamy a? = a? 4 ($)° 20 § cos60° = a? + & — FaP.} = M W _In
Wyliczymy wysoko$¢ y trojkata rownoramiennego ABE z twierdzenia Pitagorasa dla

trojkata prostokgtnego BFE: z? = (%)2 + 4% Stad y* = 2% — (%)2 = %az — %2 = %az

. Pierwiastkujac otrzymujemy y = @a. Zatem pole przekroju ABE wynosi
a.;()@a _ a®V/19
2 12
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Przyktad 4



Czworoscian foremny o krawedzi dlugosci a zostal przeciety ptaszczyzng prostopadiy do
podstawy i przechodzgca przez Srodki dwoch krawedzi podstawy. Obliczymy pole
uzyskanego przekroju.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Niech z oznacza dlugo$¢ odcinka GH, czyli
dlugosc wysokosci trojkata EF H, jaki uzyskujemy w tym przekroju. Trojkaty prostokatne
ASD i AGH sa podobne, maja ten sam kat GAH. Stad otrzymujemy zalezno$c:

% = Tigr- Poniewaz DS jest wysokoscig czworo$cianu, wiee [DS| = “g/g
odcinka |AS| = %h, gdzie h wysoko$¢ trojkata rownobocznego - §ciany czworo$cianu.

Czyli |AS| = 2h =2 - “T\/g = “Tﬁ Dtugos¢ odcinka |AG| = -%2—\/5.Wynika to z faktu, ze
trojkat AEF jest trojkgtem rownobocznym o podstawie 5 (trojkaty ABC' i AEF sg

. Dlugoéé

podobne o skali podobienstwa 2 : 1). Podstawiajgc otrzymujemy:

7V3 46 Vi
[AGIIDS| _ S5 a6 - Cp_ 2 a*Ve
A T an T . Zatem pole przekroju wynosi P = 25— = ==,
3

Przyktad 5

Czworos$cian foremny o krawedzi dlugosci a zostal przeciety ptaszczyzna prostopadiy do
podstawy i rownolegly do krawedzi podstawy, z ktorg plaszczyzna nie ma punktu
wspolnego. Odleglos¢ plaszczyzny przeciecia od tejrownoleglej do niej krawedzi wynosi
d. W wyniku przeciecia otrzymano trapez réwnoramienny. Wyznaczymy pole
powierzchni uzyskanego trapezu.

Rozwigzanie:



Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Pole szukanego trapezu EFG H wyraza si¢
wzorem P = w - |JK|. Niech x oznacza dtugos¢ odcinka BL i CM. Z trojkata

BLH, mamytg60° = 4. Stad z = %. Zatem |[HG| =a — 2z = a — \2/—‘% =a— %ﬁd.

Z podobienstwa tréojkatow ISD i IJK (trojkaty prostokatne o wspolnym kacie ostrym, ale
. , . . . ., |JK| |SD| . .

tez mozemy skorzystac z twierdzenia Talesa) mamy zaleznoS$¢: —— = 5T Poniewaz

|SD| jest wysokoscia czworoscianu H, a dlugo$¢ odcinka [SI| = +h, to |JT;K| = % Stad
avE _
|JK|=d- % —d. = 2v/2d. Wyznaczylisémy wysoko$¢ trapezu. Zachodzi réwniez

3

“f

av3
=5 = 3d. Wykorzystamy te

3
rownos¢ do obliczenia dlugosci drugiej podstawy trapezu. Niech y oznacza dtugos¢

odcinka BN i C'O. Dlugo$¢ odcinka EN jest rowna dtugosci I K. Z trojkata BN E mamy

- _ |EN] __ |EN]
tg 60" = — .Stad y = 7

|[EF|=a—2y=a— 2% =a— 23—% = a — 24/3d. Podstawiajac do wzoru na pole

zaleznosc¢ % = %.Zatem IK| = |JK]| - % =2v2d -

. Krotsza podstawa trapezu

trapezu:

an—‘/E a— oy 61*8—‘/E
p— WHOHEE | gy a3 o oy 2 23d.2\/§d:2\/§(a—47*/§d>-d

Stownik
czworoscian foremny

czworoS$cian, ktorego $ciany sg przystajacymi trojkatami



krawedzie skosne czworoscianu foremnego

krawedzie, ktore zawierajg si¢ w prostych nie lezagcych w jednej ptaszczyznie

para krawedzi skosnych




Aplet

Czworoscian foremny o krawedzi dtugosci a planowano przecig¢ ptaszczyzng rownolegla
do dwoch krawedzi skosnych czworoscianu AB i C'D. Na czworoS$cianie zaznaczono lini¢
planowanego przeciecia na wszystkich Scianach. Na $cianie ABD jest ona rownolegta do

krawedzi AB i odlegla o z od tej krawedzi.

W wyniku przeciecia czworoscianu foremnego plaszczyzna rownolegty do dwoch prostych
sko$nych otrzymujemy prostokat.

Polecenie 1

Woybierz z trojkatow ponizej te, ktére nalezg do siatki czworoscianu, i utéz je w réwnolegtobok

tak, aby bordowe odcinki planowanego przeciecia taczyty sie.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D4trxHkLr

Polecenie 2

Wyznacz obwéd figury, ktorg otrzymamy jako przekréj, w planowanym przecieciu

czworoscianu foremnego.


https://zpe.gov.pl/a/D4trxHkLr

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wybierz wtasciwe dokonczenie zdania. Na rysunku przedstawiony jest czworoscian foremny.
Przekrojem jego jest kwadrat. Liczba kwadratowych przekrojéw czworos$cianu foremnego, to:

o O O O




Cwiczenie 2 @)

Wybierz wtasciwe dokonczenie zdania. Rysunek przedstawia czworoscian foremny o
krawedzi dtugosci 16. Jego przekrojem jest kwadrat. Pole tego kwadratu jest réwne:

D

O 8
O 64
o

O 16

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusé.

Czworoscian foremny przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez krawedz boczng i wysokos$¢

podstawy, ktérej dtugos¢ wynosi 2\/5. Pole powierzchni otrzymanego przekroju wynosi

..............

‘\/6"2\/5"2\/5"4\/5’




Cwiczenie 4

Czworoscian foremny przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez krawedz boczng i wysokos$¢

podstawy. Jako przekroj otrzymano tréjkat. Potagcz parami pole otrzymanego przekroju
i dtugosc¢ krawedzi czworoscianu.

P =32

a=+6
P:% a=2V3
_ 32

P32




Cwiczenie 5

Czworoscian foremny o krawedzi dtugosci 6 cm przecieto ptaszczyzna przecinajac cztery
krawedzie czworoscianu (zobacz rysunek) w taki sposob, ze uzyskano trapez. Podstawy
trapezu sg réwnolegte do boku podstawy czworoscianu, ktérego ramiona trapezu nie
przecinaja. Wyznacz pole powierzchni tego przekroju przyjmujac wymiary jak na rysunku.




Cwiczenie 6 @

Czworoscian foremny o krawedzi dtugosci a planowano przecigé¢ ptaszczyzng rownolegta do
dwéch krawedzi skosnych czworoscianu AB i C'D. Na czworos$cianie zaznaczono linie
planowanego przeciecia. Jest ona réwnolegta do krawedzi AB i odlegta o  od tej krawedzi.
Woyznacz dla jakiej wartosci x przekréj bedacy prostokatem ma najwieksze pole.

D

Cwiczenie 7 @

Przekroj czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a jest prostokatem. Stosunek dtugosci
jego bokdéw wynosi % Oblicz pole tego przekroju.

Cwiczenie 8 @

Czworoscian foremny o krawedzi dtugosci 8 cm przecieto ptaszczyzng prostopadta do
podstawy i rownolegta do jednej z krawedzi podstawy w odlegtosci d od tej krawedzi.
W wyniku przeciecia otrzymano trapez rownoramienny. Wyznacz dla jakiej wartosci d
przekréj bedacy trapezem ma najwieksze pole.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przekroje czworos$cianu foremnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza wysokos$¢ czworoscianu foremnego,
e wyznacza pola powierzchni przekrojow czworoscianu foremnego np. trojkata,
kwadratu, trapezu,



» znajduje miare kgta miedzy Scianami czworo$cianu foremnego,
» znajduje miare kgta miedzy krawedzig boczng, a podstawg czworoscianu foremnego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa kierowana,
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Tresci nauczania:

» zgodnie z Podstawg Programowa uczen wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow
prawidtowych oraz oblicza ich pola, takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel podaje temat lekcji i wraz z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

o Uczniowie indywidualnie analizujg Przyktad 11 2.

» Kolejne przyktady uczniowie rozwigzuja w parach konsultujac si¢ z sobg nawzajem.
W razie problemow nauczyciel pomaga i wyjasnia.

» Uczniowie analizuja aplet i rozwigzujg zwigzane z nim polecenia.

« Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych probleméow z rozwigzaniem ¢wiczen, ktore pojawily sie na
lekciji.



Praca domowa:

Zadania z czeSci ,,Sprawdz sie”, ktorych uczniowie nie zdgzyli rozwigzac¢ w czasie lekciji.
Materialy pomocnicze:

Czworoscian foremny

Wskazowki metodyczne:

Aplet i zwigzane z nim polecenia nauczyciel moze wykorzystac¢ jako prace domowa dla
uczniow.
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