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Pewnie zauwazyle$, ze w architekturze czesto pojawia sie kgt prosty. W jaki sposob taki kat
wyznaczy¢ w przestrzeni? Na takie pytanie moze pomoéc odpowiedzie¢ twierdzenie

o trzech prostych prostopadlych. Pozwala ono stwierdzi¢, kiedy dwie proste sg do siebie
prostopadte.

Krzywy domek, Sopot
Zrédto: JANBUR, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.



Twoje cele

» Poznasz twierdzenie o trzech prostych prostopadtych.
e Zastosujesz twierdzenie o trzech prostych prostopadilych w zadaniach.
e Rozwiniesz umiejetnos¢ uzasadniania, ze dany kat jest katem prostym.



Przeczytaj

Jesli chcemy udowodni¢, ze dany kat jest katem prostym na ptaszczyznie, mozemy uzy¢
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa. Mowi ono, ze jesli suma kwadratow
dlugosci dwoch krotszych bokow trojkata jest rowna kwadratowi dlugosci najdtuzszego
boku, to trojkat ten jest prostokgtny. Wiadomo rowniez, ze katem prostym jest wtedy kat
lezacy naprzeciw najdtuzszego boku. Twierdzenie to jest jednym z narzedzi pozwalajacym
bada¢ prostopadtos$¢ prostych. W tym materiale poznamy kolejne twierdzenie mowiace,
kiedy dwie proste sg prostopadie. Zanim przejdziemy do oméwienia samego twierdzenia
i jego dowodu przypomnijmy pewne fakty.

Prosta k jest prostopadia do plaszczyzny p, jezeli jest prostopadia do kazdej proste;j
zawierajagcej sie¢ w plaszczyznie p i przechodzacej przez punkt wspolny prostej k
i ptaszczyzny p.

Rzutem prostopadtym punktu na plaszczyzne jest punkt przecigcia prostej prostopadtejdo
tej plaszczyzny przechodzacej przez ten punkt z tg ptaszczyzna.

Dane s3 przecinajgce sie plaszczyzny pi q. Jezeli prosta k zawarta w plaszczyznie p jest
prostopadia do dwoch prostych [ i m zawartych w plaszczyznie q, gdzie proste k, lim
przecinaja si¢ w jednym punkcie, to plaszczyzna p jest prostopadta do ptaszczyzny q.

Twierdzenie: O trzech prostych prostopadtych

Dana jest plaszczyzna «c i prosta k przecinajgca te plaszczyzne w punkcie P. Niech &’
bedzie rzutem prostopadtym prostej k na ptaszczyzne a. Wtedy prosta m zawarta

w plaszczyznie a i przechodzgca przez punkt P jest prostopadta do prostej k wtedy

i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej k’, czyli

mlkem LE
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Dowad

Poniewaz prosta k’ jest rzutem prostej k na ptaszczyzne a, wiec plaszczyzna wyznaczona
przez proste ki k’ jest prostopadta do plaszczyzny a.

Oznaczmy te plaszczyzne przez S.

Poprowadzmy prostg [ zawarta w plaszczyznie 3, prostopadia do prostej £’

i przechodzaca przez punkt P. Wtedy prosta [ jest prostopadta do plaszczyzny a. Zatem
prosta [ jest prostopadta do prostej m.

Jesli prosta m jest prostopadta do prostej k’, to jest prostopadia do plaszczyzny 3, gdyz
jest prostopadta do dwoch prostych zawartych w tej ptaszczyznie: £’ i [. Stad prosta m
jest prostopadta do kazdej prostej zawartej w plaszczyznie 8, w szczeg6lnosci do prostej
k.

Jesli prosta m jest prostopadia do prostej k, to jest prostopadta do ptaszczyzny 3, gdyz jest
prostopadta do dwoch prostych zawartych w tej ptaszczyznie: ki l. Stad prosta m jest
prostopadta do kazdej prostej zawartej w plaszczyznie 8, w szczegolnosci do prostej k’.

Przyktad 1

Na plaszczyznie p dane s3 dwa punkty A i B. Przez punkt B przechodzi prosta k
nachylona pod katem 60° do ptaszczyzny p. Na prostej k dany jest punkt D, ktorego
rzutem prostopadlym na plaszczyzne p jest punkt C.

Wiedzac, ze |AB| = 3, |AC| = v/13i | BC| = 2 obliczymy odleglo$¢ pomiedzy punktami
AiD.

Rozwigzanie
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Zauwazmy, ze |AB|” + |BC|* = |AC|*, wiec z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa kat ABC jest katem prostym.

Poniewaz prosta AB jest prostopadta do prostej BC, wiec z twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych prosta AB jest prostopadia do prostej BD, czyli trojkat ABD jest
trojkatem prostokgtnym.

Z trojkata prostokagtnego BC' D otrzymujemy |B—2D| = £, czyli | BD| = 4.
Z trojkata prostokatnego ABD otrzymujemy |AD| = /32 4+ 42 = 5,
Przyktad 2

Na plaszczyznie p dane sa dwa punkty A i B. Przez punkt B przechodzi prosta k
nachylona pod katem a do plaszczyzny p. Na prostej k dany jest punkt D, ktorego
rzutem prostopadtym na ptaszczyzne p jest punkt C. Wiedzac, ze |AB| = |BD| = a
i pole trojkata ABD wynosi 4a? obliczymy pole trojkata ABC.

Rozwigzanie
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Oznaczmy przez 3 kat ABD. Wowczas 5 a’sin 8 = Ja? czylisin 8 = 1. Stad 8 = 90°.
Poniewaz prosta AB jest prostopadta do prostej BD, wiec z twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych prosta AB jest prostopadta do prostej BC.
Z trojkata prostokatnego BC' D otrzymujemy B~ cos o, czyli | BC| = acos a. Pole

trojkata prostokatnego ABC wynosi P = +a? cos a.



Przyktad 3

Na plaszczyznie p dane sa dwa punkty A i B. Przez punkt B przechodzi prosta k. Na
prostej k dany jest punkt D, ktorego rzutem prostopadtym na plaszczyzne p jest punkt C.
Wiedzac, ze prosta AB jest prostopadta do prostej BC oraz stosunek pola trojkata ABC
do pola trojkgta ABD wynosi s < 1 wyznaczymy kat, pod jakim prosta k nachylona jest do
plaszczyzny p.

Rozwigzanie
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Poniewaz prosta AB jest prostopadta do prostej BC, wiec z twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych prosta AB jest prostopadla do prostej k.

Oznaczmy kat CBD tréjkata prostokatnego BCD przez . Kat ten jest rowniez katem
nachylenia prostej k do plaszczyzny p.

Poniewaz tréojkaty ABC' i ABD sg prostokatne, wiec iﬁﬁﬁg = fjg":;ggk = fgg‘ = cos .

Stad cos a = s.

Prosta k przecina plaszczyzne p pod katem a spelniajgcym réwnanie cos a = s, gdzie
0" <a<90°.

Przyktad 4

Dane sg trzy punkty A, Bi C takie, ze | AC| = | BC|. Punkt F jest $rodkiem odcinka AB.
Dany jest punkt D taki, ze prosta DFE jest prostopadia do prostej AB. Uzasadnimy, ze
rzut prostopadty punktu D na plaszczyzne ABC nalezy do prostej CE.



Rozwigzanie

Poniewaz trojkat ABC jest trojkgtem rownoramiennym (|AC| = | BC
jest prostopadia do prostej AB.

), wiec prosta CE

Niech punkt F' bedzie rzutem prostopadtym punktu D na plaszczyzne ABC.

Poniewaz prosta AB jest prostopadta do prostej DE, wiec z twierdzenia o trzech
prostych prostopadtych AB jest prostopadia do EF.

Proste AB, CE i EF leza w jednej ptaszczyznie oraz prosta AB jest prostopadta do

prostej CE oraz E'F. Zatem proste CE i E'F si¢ pokrywajg. Stad punkt F'lezy na prostej
CE.

Stownik
rzut prostopadty punktu na ptaszczyzne

punkt przeci¢cia prostej prostopadtej do tej plaszczyzny przechodzacej przez ten punkt
z tg ptaszczyzng



Aplet

Polecenie 1

Przeanalizuj doktadnie ponizszy aplet. Zastandw sie, czy rozumiesz wszystkie kolejne kroki
przedstawionego w nim rozumowania.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DhthvjcCT

Polecenie 2

Wyjasnij na podstawie powyzszego apletu, dlaczego, jesli prosta m jest prostopadta do prostej
k’, to m jest prostopadta do k.

Polecenie 3

Dana jest ptaszczyzna « oraz prosta k przecinajaca te ptaszczyzne pod pewnym katem
w punkcie P. Rzutem prostej k na ptaszczyzne « jest prosta k’. W prostej k’ zawarty jest
odcinek AB, ktorego $rodkiem jest punkt P. Jaka miare ma kat pomiedzy symetralng odcinka

AB zawartg w ptaszczyznie « a prosta k. Odpowiedz uzasadnij.


https://zpe.gov.pl/a/DhthvjcCT

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest szescian.

Jaka figura jest czworokat ABG H? Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

(] kwadratem

(] prostokatem

(] trapezem

(] réwnolegtobokiem




Cwiczenie 2 @)

Dany jest graniastostup o podstawie sze$ciokata foremnego o boku dtugosci a. Wysokos$¢
graniastostupa wynosi \/§a.

C

W celu uzasadnienia, ze czworokat C EL H jest kwadratem, uzupetnij luki w tekscie jednym
z zamieszczonych okreslen.

Z tréjkatow | 'CBH i EFL obliczamy |CH| = |EL| =
Kat w szesciokacie foremnym ma miare? ------------- , wiec z tréjkatow ------------- CEDiIiHLG

____________________________

______________

______________

Rzutem prostopadtym odcinka EL na ptaszczyzne podstawy jest odcineki oraz kat
CEF ma miarei Stad prosta CEjestE do prostej E'F', czyli z twierdzenia
o trzech prostych prostopadtych kat C EL jest katem Zatem romb CELH jest

‘ rownobocznych ’ ‘ rownolegta ’ ‘ EL ’ V3a ‘ prostym ’ ‘ rownoramiennych ’ v2a

\ 60°

‘ kwadratem ’ ‘ 150° ’ ‘ prostopadta ’ ‘ 2a ’ ‘ V3a ’ ‘ \/Ea ’

\ 120°

\EFH90°




‘ 2a ’ ‘ prostokatem ’ ‘ rombem ’ ‘ rozwartym ’ ‘ ostrokatnych ’ ‘ prostokatnych ’

Cwiczenie 3 ¢
W trojkacie ABC boki maja dtugosci: |AB| = 30, |AC| = |BC| = 25. Odcinek AD jest
prostopadty do ptaszczyzny ABC. Odlegto$¢ punktu D od prostej BC jest réwna 26. Czy
odlegtos$¢ punktu D od ptaszczyzny ABC wynosi 10?

() nie

(O tak

Cwiczenie 4

Dany jest graniastostup o podstawie pieciokata foremnego. Uzasadnij, ze kat CAJ nie jest
katem prostym.




Cwiczenie 5

Dany jest ostrostup ABC D, ktérego podstawag jest tréjkat prostokatny ABC, gdzie kat
ABC jest katem prostym. Spodek wysokosci E tego ostrostupa nalezy do odcinka BC.
Dobierz do kazdego stwierdzenia odpowiadajgce mu uzasadnienie.

Tréjkat ABD jest trojkatem prostokatnym, poniewaz odcineki Ejest rzutem
prostokatnym odcinka na ptaszczyzne ABC orazi , wiec z twierdzenia
AB 1 BD

..............

‘ E=A ’ ‘ BC 1 DE ’ ‘ o trzech prostych prostopadtych ’ ‘ AFE ’

‘ o dwoch prostych prostopadtych ’ ‘ BD ’ ‘ AD ’ ‘ E=B ’ ‘ AB 1 BE ’ ‘ BE ’

Cwiczenie 6

Dany jest ostrostup ABCDE, w ktérym prosta DF jest prostopadta do ptaszczyzny
podstawy ABC D. Wykaz, ze jesli czworokat ABC D jest kwadratem, to wszystkie $ciany
boczne ostrostupa sg trojkatami prostokatnymi.

Cwiczenie 7 @
Dany jest ostrostup ABC D, ktérego podstawa jest trojkat prostokatny rownoramienny
ABC, gdzie |AB| = |BC| = |BD| = 4. Spodek wysokosci E tego ostrostupa nalezy do
odcinka BC, gdzie | BE| = 3|CE|. Poniewaz odcinek BE jest rzutem prostokatnym odcinka
BD na ptaszczyzne ABC oraz AB 1 BE, wiec z twierdzenia o trzech prostych
prostopadtych AB 1 BD. Uzupetnij ponizszy tekst.

______________

______________

______________

______________

‘2\/§H¢?H4\/§H2+3\/§H4\/§]




Cwiczenie 8 @

Dany jest ostrostup ABC DE, w ktérym podstawg jest kwadrat o boku dtugosci a. Prosta
DF jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy ABC'D. Wiedzac, ze pole powierzchni

catkowitej wynosi (3 + \/5) a® wyznaczy¢ dtugoséé wysokosci tego ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Adrian Karpowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o trzech prostych prostopadlych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

zakres rozszerzony

X. Stereometria

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadlej do ptaszczyznyi o trzech prostych
prostopadtych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje katy pomiedzy dwiema prostymi w przestrzeni,

» formuluje i stosuje twierdzenie o trzech prostych prostopadtych,
» uzasadnia, ze dany kat jest katem prostym,

» uzasadnia, ze dany kat nie jest katem prostym

Strategie nauczania:
Metody i techniki nauczania:

» pogadanka
e burza mozgow



e pokaz
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
» e-podrecznik (epodreczniki.pl)

Przebieg zajeé:
Przed lekcja:

» Przed lekcja uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem z sekcji Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajg sie z apletem.
2. Nastepnie zastanawiaja si¢ w parach nad rozwigzaniem Polecen od 1 do 3.
3. Rozwigzania polecen zostaja omowione na forum klasy.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego zapoznajg si¢ z materiatem w sekcii
Przeczytaj.

2. Uczniowie indywidualnie zastanawiaja si¢ nad rozwigzaniem ¢wiczenia 11 2.

3. Rozwigzania zadan zostaja omowione na forum klasy.

4. Cata klasa zastanawia si¢ nad rozwigzaniem zadania 3 i 4. Pomysty prezentowane sg na
forum klasy.

5. Przedstawione zostaja rozwigzania tych zadan.

6. Uczniowie indywidualnie zastanawiajg si¢ nad rozwigzaniem ¢wiczenia 6.

7. Rozwigzanie ¢wiczenia zostajg omowione na forum klasy

Faza podsumowujaca:

e Podsumowanie tematu lekcji. Oméwienie ewentualnych pytan dotyczacych
omawianego materiatu.

Praca domowa

Rozwigza¢ zadania 5, 71 8.



Materialy pomocnicze:
Punkty, proste i plaszczyzny w przestrzeni
Wskazowki metodyczne:

Analiza apletu i wykonanie zwigzanych z nim polecen moze by¢ pracg domowa dla
uczniow.
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