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Schemat Hornera - zadania maturalne ‘

Zr6dto: Charles Deluvio, domena publiczna.

W e-materiale Schemat Hornera poznaliSmy dwie wersje algorytmu, z pomocg ktorego
mozna obliczy¢ wartos¢ wielomianu, wykorzystujac minimalng liczbe mnozen.

W tym e-materiale zapoznamy si¢ z przykladowym zadaniem maturalnym dotyczacym tego
zagadnienia.

Implementacje w poszczego6lnych jezykach programowania przedstawiamy
w e-materiatach:

o Schemat Hornera w jezyku C++,

o Schemat Hornera w jezyku Java,

o Schemat Hornera w jezyku Python.
Twoje cele

» Przeanalizujesz zadania wykorzystujace schemat Hornera.

» Rozwigzesz samodzielnie zadania autorstwa Centralnej Komisji Egzaminacyjne;j.

e Przeanalizujesz ztozono$¢ czasowg algorytmu obliczajgcego warto$¢ wielomianu za
pomoca schematu Hornera.
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Przeczytaj

Przyktadowe zadanie typu maturalnego

Zadanie 1. Wiazka zadan Schemat Hornera

Schemat Hornera jest bardzo efektywng metodg obliczania wartoSci wielomianu:
P(z) = anz" + an_12" 4. .. +asz® + a1z + ao

gdzie dane liczby rzeczywiste ay, ay, ..., a, nazywamy wspotczynnikami, a liczba catkowita n
> 0 oznacza stopien wielomianu. Schemat bazuje na zaleznosci:

P (:c) = (anzc’"“1 + an_lzc””—l—. .. —|—a2:c1 + al) +ag=xz-Q (:c) + ay
gdzie:
Cg(x)::anx”_l%—an_lx”_z+..u+a2x14—a1

Stad otrzymujemy nastepujacy schemat obliczania wartosci P(x)
Dane:

e n -liczba catkowita, n > 0,
e x - liczba rzeczywista,
e ao,at, .., an - liczby rzeczywiste.

Wynik:
o warto$¢ P(x)
Algorytm (schemat Hornera):
w = a
dlak =n-1, n-2, ..., 8 wykonuj
(¥) w =X *w + ag

zwroé¢ w i zakoncz
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Zadanie zostato opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjna i znajduje sie
w Maturalnym zbiorze zadan z informatykijako zadanie 22.

Zadanie 1.1

Tresc polecenia
Uzupelnij ponizsza tabelke, podajac wartosci danych, jakie nalezy przyja¢ w powyzszym
schemacie, aby wyznaczy¢ warto$¢ P(6) dla wielomianu:

P(z) = 10z° — 13z* + 2 4+ 22> — 82 4+ 7

Dane WartosSci
liczba naturalna n
liczba rzeczywista

liczby rzeczywiste ag, ay, ..., an

Rozwigzanie
Aby wykonac to zadanie, nalezy doktadnie zapoznac si¢ ze specyfikacja schematu Hornera.
Z opisu wynika, ze liczba naturalna n oznacza stopien wielomianu, wiec n = 5.

Liczba rzeczywista x to po prostu wartos¢, dla jakiej podany wielomian ma zosta¢ obliczony,
czyli P(6). Wynika stad, ze = 6.

Liczby rzeczywiste ao, a1, ..., an to kolejne wspotczynniki wielomianu. Zatem jako
odpowiedz nalezy wypisac kolejno: 7, -8, 2, 1, -13, 10.

Poprawna odpowiedz

Dane Wartosci
liczba naturalna n 5
liczba rzeczywista 6
liczby rzeczywiste ag, ay, ..., an 7,.-8,2,1,-13,10

Zadanie zostato opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjna i znajduje sie
w Maturalnym zbiorze zadan z informatykijako zadanie 22.1.



Zadanie 1.2

Tres¢ polecenia

Uzupelnij ponizsza tabelke, wyrazajgc wzorem liczbe operaciji mnozenia i dodawania, jaka
zostanie wykonana przez schemat Hornera - w wierszu oznaczonym przez (*) - dla danego

wielomianu:
P(z) = apz" + ap_12" ... tasz? + a1z + ag
Dane Liczba operacji
Dodawanie
Mnozenie

Rozwiazanie

W tym zadaniu nalezy przeanalizowac¢ zapisany w pseudokodzie algorytm. Dziatanie
oznaczone jako (*) wykonywane jest kazdorazowo dla wartosci od n — 1 do 0. Wystepuja
w nim kolejno jedna operacja mnozenia i jedna operacja dodawania. Oznacza to, ze kazda
z nich wykona si¢ tyle samo razy, czyli n.

Poprawna odpowiedz

Dane Liczba operacji
Dodawanie n

Mnozenie n

Zadanie zostato opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng i znajduje si¢
w Maturalnym zbiorze zadan z informatykijako zadanie 22.2.

Zadanie 1.3

Tres¢ zadania
Wielomianem parzystym nazywamy wielomian stopnia 2n postaci
P(z) = anx? + an_122" 2+, .. +asz* + a12® + ao

tzn. taki, w ktorym wystepuja tylko parzyste potegi zmiennej x. Bazujgc na schemacie
Hornera, napisz algorytm o ponizszej specyfikacji (w pseudokodzie lub wybranym jezyku
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programowania), ktory oblicza warto$¢ parzystego wielomianu R(x).

Dane

n - liczba catowita, n >= 0,

x —liczba rzeczywista,

ao, 4y, ..., ap — liczby rzeczywiste.

Wynik

warto$¢ R(x)

Przy ocenie rozwigzania bedzie brana pod uwage liczba operacji mnozenia i dodawania
wykonywanych przez algorytm.

Rozwiazanie

Zauwaz, ze jedyng réznica pomiedzy wzorem podanym w tym zadaniu a ogolnym wzorem
na obliczenie wartosci wielomianu metodg schematu Hornera jest potega, do jakiej nalezy
podnies¢ wartos$c¢ x. Aby sprowadzi¢ wzor z zadania do wzoru ogolnego, wystarczy
wczesniej podnies¢ x do potegi drugie;.

p:X*X
W = ap
dla k =n -1, n -2, ..., 0 wykonuj

(*) w=1p*w+ ag

zwro¢ w i zakoncz
Zadanie zostato opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjna i znajduje sie
w Maturalnym zbiorze zadan z informatykijako zadanie 22 4.

Stownik
William George Horner

brytyjski matematyk zyjacy w latach 1786-1837; w wieku 14 lat zostat asystentem
nauczyciela w szkole w Bristolu, a w 1809 roku zatozyl wiasna szkote w Bath; podat
sposoOb wyznaczania wartosci wielomianu z wykorzystaniem minimalnejliczby operaciji
mozenia

wielomian

wyrazenie algebraiczne bedace sumg jednomiandw, czyli wyrazen postaci apx”



stopien wielomianu

najwyzsza potega przy zmiennej, ktora nie jest rowna zero
algorytm

przepis postepowania prowadzgcy do rozwigzania ustalonego problemu, okreslajacy cigg
czynnosci elementarnych, ktore nalezy w tym celu wykonac
iteracja

technika programowania polegajgca na powtarzaniu tych samych operacji w petli
okreslong liczbe razy lub do momentu, az zostanie speiniony zadany warunek
rekurencja

technika programowania polegajgca na odwotywaniu si¢ procedur lub funkcji do samych
siebie, az do momentu spetnienia warunku podstawowego
przypadek podstawowy

przypadek, dla ktorego funkcja rekurencyjna nie wywotuje samej siebie, a zamiast tego
zwraca z gory okreslong wartos¢
wykonanie elementarne w rekurencji

moment, gdy funkcja rekurencyjna zwraca konkretng warto$¢ zamiast kolejnego
wywolania rekurencyjnego



Prezentacja multimedialna




Polecenie 1

Wzér na obliczenie wartos$ci wielomianu stopnia n ma nastepujgcg postac:

P(z) =azz" + an 12" 4. . +asz? + arz + ag

Przeanalizuj rozwigzanie ponizszego zadnia.

dla k =n-1, n-2, ..., 0 wykonuj:
(*)W:X*W"'ak
zwro¢ w i zakoncz

Przeanalizuj dziatanie schematu Hornera podczas obliczania wartosci P(2) dla wielomianu:

P(z) =42% — 32° +22% — 522+ Tz + 9

W ponizszej tabeli wpisz wartosci w obliczane przez algorytm w linii (*).

Wartosc¢ k Wartosé w



Wartos¢ k Wartosé w

k=3
k=2
k=1
k=0

Podaj wynik, jaki zwréci algorytm.

Zadanie zostalo opracowane przez Centralng Komisje Egzaminacyjng i znajduje si¢
w Maturalnym zbiorze zadan z informatykijako zadanie 22.3.
Polecenie 2

Zapoznaj sie z prezentacja przedstawiajgcag propozycje rozwigzania.



Na egzaminie maturalnym mozesz spotkac sie z
wieloma typami zadan, np. zadaniami z luka,
zadaniami krétkiej odpowiedzi oraz zadaniami
rozszerzonej odpowiedzi. S3 to zadania otwarte.
Na egzaminie pojawiajg sie réwniez zadania
zamkniete.

Zrédto: Pixabay, CCO.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

W tym zadaniu trzeba przeanalizowac¢ podany
algorytm oraz podac¢ stan zmiennej ,w” po
kolejnych cyklach petli.

e Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Poczatkowo zmiennej ,w” przypisujemy wartos$é
wspotczynnika wielomianu, przy ktérym
znajduje sie x w najwyzszej potedze, czyli a;,.

Zatem jeszcze przed wejsciem do petli wartos¢
zmiennej ,W” wynosi 4.

Materiat audio dostepny pod adresem:



https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Dla k = 5 wyniki bedg sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

° Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:

k Wartosé ,w”

k=5 5

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Dla k = 4 wyniki bedg sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

Zwrdc¢ uwage, ze w wielomianie nie ma
zmiennej o stopniu 4. Stad wspodtczynnik
wielomianu wynosi O.

A



v Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:

k Wartosé ,w”

k=5 5

k=4 10

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Dla k = 3 wyniki bedg sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:

k Wartosc¢ ,w”
k=5 5

k=4 10

k=3 22

k=2




Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Dla k = 2 wyniki bedg sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:
k Wartosé ,w”
k=5 5
k=4 10
k=3 22
k=2 39
k=1
k=0

Materiat audio dostepny pod adresem: e

https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk




Dla k = 1 wyniki beda sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:

k Wartosé ,w”
k=5 5

k=4 10

k=3 22

k=2 39

k=1 85

k=0

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Dla k = 0 wyniki bed3 sie prezentowaty
w sposob nastepujacy:

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zapiszmy otrzymany wynik w tabeli:



k Wartosé ,w”
k=5 5

k=4 10

k = 22

k=2 39

k=1 85

k=0 179

ORE

Wiecej zadan znajdziesz w zbiorze dostepnym na
stronie internetowej Okregowej Komisji

Egzaminacyjnej w Warszawie.
Zrédto: OKE, oke.waw.pl, tylko do uzytku edukacyjnego.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P162jT5Lk

Zatem ostatecznym wynikiem dziatania
programu dla tego wielomianu jest ,w" = 179.

Zrédto: Englishsquare.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Sprawdz sie

Zadanie 1.4

Tres¢ zadania

Napisz funkcje, ktora obliczy warto$¢ wielomianu stopnia n dla odpowiednio przyjete;j
wartosci x. Jezeli liczba oznaczajacg stopien wielomianu jest liczbg pierwszg to x =1,
w przeciwnym wypadku x = -1.

P(z) = anz" 4+ an_12" +... +asz® + a1z’ + ao

Specyfikacja:
Dane:

e n - stopien wielomianu.

e a[0..n] - tablica zawierajgca wspoétczynniki wielomianu; wspoétczynniki
uporzadkowane sg tak, ze pierwszy z nich nalezy do wyrazu najwyzszego stopnia,
a ostatni — najnizszego stopnia

Przyktadowe dane:
n =3
3 -12 -1 15
n =1
6 5
n ==

Wynik:

Wartosci wielomianow dla danych x.



Pokaz ¢wiczenia: O ) @



Cwiczenie 1 O
C++

Pobierz plik zawierajacy dane dla 50 wielomianéw do obliczenia. Napisz program na swoim
komputerze, ktéry obliczy wartosci wielomiandw w sposob spetniajacy warunki zadania. Dane
w pliku oddzielone s3 pojedyncza spacja.

Plik o rozmiarze 1.51 KB w jezyku polskim
Ponizej znajduje sie plik tekstowy zawierajacy wyniki do podanych danych.

Plik o rozmiarze 219.00 B w jezyku polskim

Twoje zadania

1. Napisz w jezyku C++ program obliczajgcy wartosci wielomianéw.

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3

4 void obliczWartoscWielomianu(int n, int a[]) {

5

6 }

7 int main(){

8 //nie modyfikuj funkcji main

< obliczWartoscWielomianu(3, new int[4]{3, -12, -1, 15});
10 obliczWartoscWielomianu(1, new int[2]{6, 5});
11 obliczWartoscWielomianu(6, new int[7]{2, -3, 1, @, -9, -1,

7})

12 }







Cwiczenie 2 O
Java

Pobierz ponizszy plik zawierajagcy dane dla 50 wielomianéw do obliczenia. Napisz program na
swoim komputerze, ktéry obliczy wartosci wielomiandw w sposdb spetniajacy warunki
zadania. Dane w pliku oddzielone s3 pojedynczg spacja.

Plik o rozmiarze 1.51 KB w jezyku polskim
Ponizej znajduje sie plik tekstowy zawierajacy wyniki do podanych danych.
Plik o rozmiarze 219.00 B w jezyku polskim

Twoje zadania

1. Napisz w jezyku Java program obliczajacy wartos$ci wielomianéw.

1 public class Main

2 {

3 public static void obliczWartoscWielomianu(int n, int[] a)
{

4

S }

6 public static void main(String[] args) {

7 //nie modyfikuj funkcji main

8 obliczWartoscWielomianu(3, new int[]{3, -12, -1, 15});

9 obliczWartoscWielomianu(1, new int[]{6, 5});

10 obliczWartoscWielomianu(6, new int[]{2, -3, 1, @, -9,
-1, 7});

11 }

12 }







Cwiczenie 3 O
Python

Pobierz plik zawierajacy dane dla 50 wielomianéw do obliczenia. Napisz program na swoim
komputerze, ktéry obliczy wartosci wielomiandw w sposob spetniajacy warunki zadania. Dane
w pliku oddzielone s3 pojedyncza spacja.

Plik o rozmiarze 1.51 KB w jezyku polskim
Ponizej znajduje sie plik tekstowy zawierajacy wyniki do podanych danych.
Plik o rozmiarze 219.00 B w jezyku polskim

Twoje zadania

1. Napisz w jezyku Python program obliczajacy wartos$ci wielomianéw.

def oblicz_wartosc_wielomianu(n, a):
pass

#nie modyfikuj kodu ponizej
oblicz_wartosc_wielomianu(3, [3, -12, -1, 15])
oblicz_wartosc_wielomianu(1, [6, 5])

10 oblicz_wartosc_wielomianu(6, [2, -3, 1, 6, -9, -1, 7])
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Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Schemat Hornera - zadania maturalne

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje si¢ zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

h) obliczania warto$ci wielomianu za pomoca schematu Hornera,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:



« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Przeanalizujesz zadania wykorzystujace schemat Hornera.

» Rozwigzesz samodzielnie zadania autorstwa Centralnej Komisji Egzaminacyjne;j.

e Przeanalizujesz ztozono§¢ czasowa algorytmu obliczajgcego warto$¢ wielomianu za
pomocg schematu Hornera.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio;

o oprogramowanie dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji), w tym Eclipse 4.4 (lub
nowszej wersji);

o oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Schemat Hornera - zadania maturalne”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj” dotyczgcymi programowania.

Faza wstepna:

1. Wyswietlenie przez nauczyciela tematu i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia
kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniowNauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcji oraz w odniesieniu
do poznanych jezykow programowania.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie przystepuja do cichego czytania tekstu e-materiatu.
Indywidualnie zapoznaja si¢ z treScig w sekciji ,Przeczytaj’.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartoSc sekcji ,Prezentacja
multimedialna”. Uczniowie wspolnie zapoznaja si¢ z rozwigzaniem przedstawionego
przykladu, ktory zostal przygotowany przez Centralng Komisj¢ Egzaminacyjna.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie”

w jednym z dostepnych jezykow programowania.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja zmodyfikowane zadanie nr 3, ktore pojawito si¢ na maturze

w styczniu 2006 roku na poziomie rozszerzonym: Opisz schemat Hornera, a nastepnie
zapisz w wybranym przez siebie jezyku programowania algorytm przeliczania liczby
m-cyfrowej zapisanej w systemie o podstawie n takiej, ze n€EN A n€[2, 9], na jej wartos¢
w systemie dziesietnym. W algorytmie wykorzystaj schemat Hornera. Opisz znaczenie
uzytych zmiennych.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - podstawa systemu liczbowego, w ktorym podana jest liczba

o ([0..9] - tablica zawierajaca 10 liczb odpowiadajacych kolejnym cyfrom liczby zapisanej
w systemie o podstawie n. Cyfry podane s3 od najpardziej do najmniej znaczacej, tzn. ze
C[0]jest liczbg odpowiadajaca najpardziej znaczacej cyfrze

Wynik:



e w-wartoSc¢ liczby przeliczona na system dziesigetny
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersii).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Eclipse 4.4 (lub nowszej
wersji).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji).

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

o TresSci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



