/aleznosc miedzy polem trojkata a promieniem
okregu opisanego na trojkacie

« Wprowadzenie

« Przeczytaj

« Galeria zdje¢ interaktywnych
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zaleznos¢ miedzy polem tréjkata a promieniem okregu

opisanego na trojkacie

Zrédto: J F Martin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Z pewnoscig na kazdym trojkacie mozna opisac okrag i ten okrag jest wyznaczony
jednoznacznie. W kazdy okrag mozemy wpisac trojkat i nietrudno zauwazyc¢, ze dla danego
okregu takich trojkgtow jest nieskonczenie wiele, a zaleznosci miedzy dtugosciami bokow,
miarami odpowiednich katéw i promieniem okregu opisanego sg opisane miedzy innymi
przez twierdzenie sinusow. Czas postawi¢ sobie pytanie: czy znajomo$¢ dtugosci promienia
okregu opisanego na danym trojkacie pozwala nam obliczy¢ pole tego trojkata?

Twoje cele

e Zbadasz zaleznoSci miedzy polem trojkata i promieniem okregu opisanego na tym
trojkacie.

» Wyprowadzisz wzory pozwalajgce obliczy¢ pole trojkata, gdy dany jest promien
okregu opisanego.

» Zastosujesz poznane wzory w sytuacjach typowych.

 Zastosujesz poznane wzory do wyznaczenia zalezno$ci miarowych w trojkacie
w nietypowych sytuacjach problemowych.




Przeczytaj

O polu tréjkata inaczej

Przez pierwsze lata edukacji na pole tréjkata patrzyliSmy tylko przez pryzmat podstawy

i wysokoSci opuszczonejna te podstawe. Wprowadzenie pojecia funkcji trygonometrycznej
pozwolito ,odkry¢” wzor, w ktorym pole jest wyrazone przez dtugosci dwoch bokow
trojkata i sinus kata lezacego miedzy tymi bokami. Czas na ,co$” nowego.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat, ktorego boki majg dtugosci: a = 10, b = 16, ¢ = 14, a wysokos¢
poprowadzona na bok b ma dtugos¢ 5+/3. Wtedy oczywiscie Py = % .16 - 51/3 = 404/3.
Przypus¢my jednak, ze mamy dane dtugosci bokow, a zamiast jednej z wysokosci, znamy
promien okregu opisanego na tym trojkacie, ktory jest rowny %\/g. Jak zatem policzyc¢

pole? Popatrzmy na rysunek.

h

Wiemy oczywiscie, ze siny = -, czyli h = a - sin+.

—_

c
siny

= 2R, stagd siny = 7 = 4 = @

Ale z twierdzenia sinusOw wynika, ze .7

o

ch"|

Wysokos¢ jest wiec rowna h = 10 - siny = 10 - @ = 5v/3,
apole: Pn = 1 .16 -5v3 = 40V3.

Analizujgc podane nizej twierdzenia, dowiesz si¢, ze pewne zaleznoS$ci sa prawdziwe dla
dowolnego trojkata, a tym samym poznasz kolejne wzory pozwalajace obliczac¢ pole trojkata.
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Jak znajomosc¢ promienia okregu opisanego na danym troéjkacie
moze pomoc w obliczeniu jego pola?

Twierdzenie: pole trojkata wpisanego w okrag o danym promieniu, jako funkcja dtugosci
bokow

Pole P, trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢, wpisanego w okrag o promieniu R, wyraza si¢

wzorem Pn = Z—%.

Dowad

Wiemy, ze Pn = %ab - sin 7y, gdzie -y jest kagtem lezacym migdzy bokami a i b, naprzeciw
boku c. Ale z twierdzenia sinusow wynika, ze siny = 5%, zatem

PA:%ab-sinyzéab-ﬁ:Z—%.

Co nalezato udowodnic.

W praktyce szkolnejrzadko bedziemy korzystali z tego wzoru w celu obliczenia pola
trojkata. Wiemy, ze trzy boki jednoznacznie wyznaczaja trojkat, a tym samym jego pole. Tak
wiec nie ma potrzeby siega¢ po promien okregu opisanego na danym trojkacie, a samo pole
mozna obliczy¢ korzystajac chociazby ze wzoru Herona. Wzoér ten czesciejjest
wykorzystywany w sytuacji, gdy znamy pole i boki trojkata, a szukamy promienia okregu
opisanego. Popatrzmy na ponizszy prosty przyktad.

Przyktad 2

Oblicz pole kota opisanego na trojkgcie rownoramiennym, ktéorego podstawa ma dtugosc
10, a ramiona 13.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy wysokoS¢ tego trojkata poprowadzona

na podstawe: h = \/132 — (% . 10)2 = /169 — 25 = 12. Zatem pole trojkata jest rowne

Py = % - 10 - 12 = 60. Korzystajac ze wzoru Pp = j—l;g, mozemy zapisac, ze
R = fgz = 10;5’(')13 = %. Zatem pole kota opisanego na tym trojkacie jest rowne

169 \ 2
P=m- (W) .
Twierdzenie: pole trojkata wpisanego w okrag o danym promieniu, jako funkcja miar katow

W tréjkacie katy majg miary «,, B, 7, a promien okregu opisanego na tym tréjkgcie ma
dtugos¢ R. Pole trojkata wyraza sie wtedy wzorem Py = 2R? - sin - sin 3 - sin .

Dowadd

abe
4R

a=2R -sina,b=2R-sinfBorazc = 2R - sin~. Zatem

Wiemy juz, ze P = Korzystajgc z twierdzenia sinusow mozemy zapisac, ze




2R-sin a-2R-sin -2R-si
P\ = Z—II’%C = Zea 43?5 =27 Stad teza.

Oczywiscie miary katow nie stanowig cechy przystawania trojkgtow, a jedynie pozwalajg
bada¢ podobienstwo figur. Jesli znamy jednak promien okregu opisanego na trojkacie

o danych katach, to ,skalujac w wyobrazni” nasz trojkat zauwazymy, Ze istnieje tylko jeden,
ktorego katy beda miaty okreslong miare i ktory bedzie wpisany w dany okrag. Tym samym
jego pole bedzie mozliwe do obliczenia. Popatrzmy na przyktad.

Przyktad 3

W okrag o promieniu 12 wpisano trojkat, ktorego dwa katy majg miary odpowiednio
rowne 60° oraz 75°. Oblicz pole tego tréjkata.

Poniewaz trzeci z katow tréjkata ma miare 45°, wiec mozemy zapisac, ze

P, =2R%sina-sinfB-siny =2-144 - @ . @ -sin 75°. Tym samym pole trojkata
zostalo wyznaczone. Mozna skorzysta¢ z wartsci przyblizonej sinusa dla kata o mierze
75" lub odczyta¢ w dostepnych zrdédiach (obliczy¢, korzystajac ze wzoru na sinus sumy

argumentow), ze sin 75" = @. Wtedy Pp = 36 - (3 + \/§)

Stownik
okrag opisany na tréjkacie

okrag, do ktorego nalezg trzy wierzchotki danego trojkata jest okregiem opisanym na tym
trojkacie; moéwimy wtedy, ze trojkat jest wpisany w okrag



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj wyprowadzenia wzoréw opisane w galerii zdje¢ interaktywnych. Zauwaz, ze wzér
Py = % - b - ¢ - sin a zostat wyprowadzony dwukrotnie, przy wykorzystaniu réznych
wysokosci poprowadzonych w danym trdjkacie. Wiedzac, ze pole trojkata jest rowne potowie
iloczynu dtugosci boku i wysokosci poprowadzonej na ten bok, uzasadnij, ze prawdziwy jest

1

takze wzér Pp = 5 -a-b-sinvy.

Polecenie 2

Korzystajac ze wzoru P = % - b - c-sin« i twierdzenia sinuséw wykaz, ze prawdziwy jest
takze wzoér Pn = % -a-b-sin~.

Polecenie 3

Rozstrzygnij, czy w dowolnym tréjkacie prawdziwy jest wzér PAn = ¢+ R - sin« - sin (3.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pole tréjkata jest dwa razy wieksze od iloczynu dtugosci
wszystkich jego bokéw. Wtedy promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny

O
O +
O s

o)

Cwiczenie 2 ®

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Kat przy podstawie tréjkata rwnoramiennego ma miare

30°. Pole tego tréjkata jest rowne 12\/§. Promien okregu opisanego na tym trojkacie jest
rowny

() 48.
O 4v3.
O 96.

O 4v6.




Cwiczenie 3

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci a, b, c. Promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest
rowny R, a pole tego tréjkata jest rowne P. Dopasuj, tgczac w pary, dtugosci bokéw tréjkata
do promienia okregu opisanego na tym tréjkacie i pola trojkata.

a=3,b=4,c=5 P:12,R:%

a=5b=5¢c=6 P:G,R:%

a=5b=6,c="7 p:15T\/7’R:8_x7/7

a=4,b=5,¢c=6 PZG\/E,R:%Z/E
Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze stosunek pola tréjkata do pola kota opisanego na tym trdjkacie jest mniejszy, niz
2

T

Cwiczenie 5

Podaj przyktady miar katéw tréjkata, ktorego pole jest 7 razy mniejsze od pola kota opisanego
na tym tréjkacie.

Cwiczenie 6

Dtugosci bokéw trojkata wyrazajg sie liczbami catkowitymi, a dwa z nich maja dtugosci
odpowiednio 8 i 17. Trzeci bok tego trojkata jest o 2 krétszy od Srednicy okregu opisanego na
tym tréjkacie. Pole tego trojkata takze wyraza sie liczbg catkowita. Wyznacz dtugosé trzeciego
z bokow tréjkata.



Cwiczenie 7 @

W tréjkacie katy maja miary 30°, 45°, 105°. Majac podany promien R okregu opisanego na
tréjkacie, wskaz pole tego trojkata. Przyjmij, ze sin 105° = _\/61\/5 )

Dla R = 2 pole tréjkata wynosi:
P=V3+2P=+3+1P=+3-1

Dla R = V' v/3 — 1 pole tréjkata wynosi:
P=1P=y3+1P=+3-1

Dla R = 2¢/3 pole tréjkata wynosi:
P=3+V32P=2+vV3P=3++3

Dla R = 27‘/5 pole tréjkata wynosi:
P = \/§2+1 P = \/53—0—2 P= \/53—0—1

Cwiczenie 8 @

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci a, b, ¢, wpisany w okrag o promieniu R. Tréjkat podobny
do danego jest wpisany w okrag o promieniu R + 1 i ma pole cztery razy wieksze, niz dany
tréjkat. Wyznacz dtugosé promienia R.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Wanda Cztapinska

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Zalezno$¢ miedzy polem trojkgta a promieniem okregu opisanego na trojkacie.
Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa

VIIL. Trygonometria PP

Uczen

5) stosuje twierdzenia sinusow i cosinusOw oraz wzor na pole trojkata

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokéw przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty)

VIIL Planimetria PP
9) wykorzystuje zaleznoSci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» bada zalezno$ci miedzy polem trojkata i dtugoscig promienia okregu opisanego na tym
trojkacie i formutuje hipotezy dotyczace tych zaleznosci

» dowodzi twierdzen, ktore ustalajg zaleznos$ci miedzy promieniem okregu opisanego
oraz dtugo$ciami bokoéw i miarami katow trojkata

 stosuje poznane twierdzenia do wyznaczania zalezno$ci miarowych w tréjkacie

 stosuje poznane twierdzenia do badania istnienia trojkatow o danych wtasnosciach

Strategie i metody nauczania:



« konstruktywizm
o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy zajeé:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiejw pracowni komputerowej. Lekcje t¢ mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji:
Faza wprowadzajaca

1. Nauczyciel prosi uczniow o podanie znanych wzorow na pole trojkata. Prosi
o rozstrzygniecie, czy znajomos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie wystarcza do
wyznaczenia pola trojkata.

2.Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie twierdzenia sinuséw oraz pojecia sinusa kata
w trojkacie prostokgtnym.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna

1.Nauczyciel formutuje problem opisany w Przyktadzie 1. i prosi o jego rozwiazanie.
Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela rozwigzujg konkretny problem i stawiaja hipotezy
uogolniajace.

2. Uczniowie, pracujac w grupach, wykorzystuja galerie zdje¢ interaktywnych.

3. Nauczyciel steruje dyskusjg, jaka uczniowie prowadza w trakcie oglagdania materiatow
zamieszczonych w galerii w takim kierunku, aby uczniowie samodzielnie wyprowadzili
kolejne wzory. Nastepnie omawia dowody twierdzen, w ktorych pole trojkata jest wyrazane
poprzez promien okregu opisanego i boki lub katy trojkata.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca



1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

2. Nauczyciel inicjuje dyskusje - czy warto zna¢ wiele réznych wzorow na pole trojkata, czy
moze raczej mie¢ Swiadomos¢, ze pole mozna obliczy¢ w rozny sposob i umiejetnie
korzysta¢ np. z karty wzoréw maturalnych?

Praca domowa

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
» Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne opisujace rozne zastosowania multimedium:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze postuzyc¢ jako materiat powtorzeniowy dla uczniow.
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