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Znasz juz teorie dotyczgacg ruchow Browna, nadszed! wiec moment na to, aby przesledzic
poruszanie si¢ czgstki na ekranie.

Wiecej teorii oraz ¢wiczen znajdziesz w:

e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo,
e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo - zadania maturalne.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostatych materiatach z tej serii:

e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku Python,
e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku Java.
Twoje cele

e Poznasz sposob wykorzystania rozkladu normalnego Gaussa w jezyku >C++.
e Zbadasz poruszanie si¢ czastki zgodnie z procesem Wienera.

» Zinterpretujesz analogi¢ pomiedzy procesem Wienera a ruchami Browna.
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Film samouczek




Problem 1

Specyfikacja problemu:

Napisz program, ktéry bedzie symulowac ruch chodziarza na ptaszczyznie jednowymiarowe;.

Dane:

e liczbaEksperymentow - liczba naturalna

o maksymalnalLiczbaKrokow - liczba naturalna

Wynik:

e Program wyswietla wartos¢ sredniego przemieszczenia i sredniej odlegtosci w zaleznosci
od liczby krokoéw, ktére moze wykonac chodziarz.




Polecenie 1

Poréwnaj swoje rozwigzanie z filmem.

%delowanie matematyczne
— metoda Monte Carlo

Symulacja ruchéw Browna
Implementacja algorytmu w jezyku C++

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R5ShFBQuIEgyNA
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0. 0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujgcy do tresci materiatu - dotyczy modelowania matematycznego metodg
Monte Carlo.

Kod programu zaprezentowanego w filmie:

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0. 0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Plik o rozmiarze 1.21 KB w jezyku polskim
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Przeczytaj

Konfiguracja srodowiska

W e-materiale Modelowanie ruchow Browna przeprowadziliSmy proste modelowanie,
w ktorym zaktadalisSmy, ze w kazdejjednostce czasu czgsteczka przemieszcza si¢

o okreslong z gory odlegtos¢. W ramach przypomnienia zrealizujmy identyczny algorytm
w Srodowisku Qt.

W tej sekcji wykorzystamy projekt omowiony w e-materiale Konstrukcje fraktalne w jezyku
C++,

Potrzebne nam bedzie prawidtowo skonfigurowane srodowisko Qt oraz przyktadowy
projekt, ktory utworzyliSmy. Wykorzystamy rowniez stworzony specjalnie na potrzeby
e-materiatu szablon, ktorego zadaniem bedzie rysowanie trasy czastki na podstawie
dostarczonych mu punktow.

Zacznijmy zatem od wprowadzenia odpowiednich zmian do projektu.

W pliku mainwindow.h nalezy umie$ci¢ nastepujacy kod:

#1ifndef MAINWINDOW_H
#define MAINWINDOW_H

#include <QMainwWindow>
#include <list>

using namespace std;

© 00 N O O h WO DN B

QT_BEGIN_NAMESPACE

10 namespace Ui { class MainWindow; }

11 QT_END_NAMESPACE

12

13 class MainWindow : public QMainWindow {

14 Q_OBJECT

15

16 public:

17 MainWindow(QwWidget *parent = nullptr);
18 ~MainWindow();

19

20 virtual void paintEvent(QPaintEvent *event) override;
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21

22 void addPoint(double x, double y);
23 void wait(double time);

24

25 static const int PARTICLE_SIZE = 10;
26

27 private:

28 Ui::MainwWindow* ui;

29 list<QPoint> points;

30},

31 #endif // MAINWINDOW_H

Analogicznie w pliku mainwindow.cpp wprowadzamy zmiany w kodzie:

1 #include "mainwindow.h"

2 #include "ui_mainwindow.h"

3 #include "qgpainter.h"

4 #include <QTime>

S

6 using namespace std;

-

8 MainWindow: :MainWindow(QWidget *parent)

9 QMainwindow(parent)

10 , ul(new Ui::MainWindow)

11 {

12 ui->setupUi(this);

13 this->setFixedSize (600, 600);

14 this->setWindowTitle("Symulacja ruchoéw Browna'");
15 }

16

17 MainWindow: :~MainWindow() {

18 delete ui;

19 }

20

21 void MainWindow: :addPoint(double x, double y) {
22 int new_x = x * 50.0 + size().width()/2;
23 int new_y = size().height()/2 -y * 50.0;
24

25 points.push_back(QPoint(new_x, new_y));
26 repaint();
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void MainWindow: :wait(double time) {
QTime dieTime= QTime::currentTime().addMSecs(time * 1000.0);
while (QTime::currentTime() < dieTime)
QCoreApplication::processEvents(QEventLoop: :AllEvents, 1C

void MainWindow: :paintEvent(QPaintEvent *event) {
QPainter painter(this);

auto last = points.begin();
for (auto it = points.begin(); it != points.end(); ++it) {
if (it !'= points.begin()) {
painter.drawLine(*it, *last);
last = it;

if (!points.empty()) {
painter.setBrush(Qt::red);
painter.drawEllipse(last->x()

PARTICLE_SIZE / 2, last->

void MainWindow: :closeEvent(QCloseEvent *event) {
exit(0);

Z kolei plik main.cpp zmieniamy na:

#include "mainwindow.h"

#include <QApplication>
#include <cstdlib>
#include <cmath>
#include <random>

using namespace std;

int main(int argc, char *argv[]) {
// Poczagtek kodu - utworzenie okna do rysowania



QApplication a(argc, argv);
MainWindow w;
w.show();

/* poczatek wtasciwej czesci kodu */
/* koniec witasciwej czesci kodu */

// Koniec programu - wySwietlenie wyniku
return a.exec();

W szablonie dla klasy MainWindow dostepne sg dwie interesujgce nas metody:
addPoint(double x, double y) orazwait(double time).Pierwsza pozwalana
dodanie punktu do trasy, ktora renderuje program. Druga natomiast powoduje odczekanie
przez program okreslonego w parametrze time czasu w sekundach. Poniewaz na poczatku
programu w szablonie utworzony jest obiekt klasy MainWindow o nazwie w, przyktadowe
wywotlanie metod moze wygladac¢ nastepujaco:

w.addPoint(x, vy);
w.wait(dt);

Takie dzialanie spowoduje dodanie punktu o wspoirzednych x, y do tworzonej przez
program trasy oraz sprawi, ze bedzie potrzebny czas oczekiwania na reakcje, zawarty
w zmiennejdt.

Symulacja procesu Wienera w srodowisku graficznym

Jak wiemy, proces Wienera jest procesem losowym z czasem cigglym. Mozemy okreslac jego
stan po pewnym interwale czasowym. Uproszczona definicja wyglada nastepujaco:

W(0) = 0

W(t+dt) = W(t) + k- N(0, dt)

- gdzie N (p, 0%) jest zmienng losowa, zgodng z rozktadem normalnym Gaussa
z parametrami warto$¢ oczekiwana p oraz odchylenie standardowe o. Przy czym k jest
wspotczynnikiem dlugosci wykonywanych krokow.
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Pierwszym i najwiekszym problemem zwigzanym z implementacja ruchéw Browna

z wykorzystaniem procesu Wienera, z jakim si¢ spotykamy, jest generowanie losowej liczby,
zgodnie z rozkladem normalnym Gaussa. Poniewaz ten e-materiat nie jest poSwiecony
tematyce rozkladow prawdopodobienstwa, skorzystamy z dostarczanejwraz z jezykiem C++
biblioteka <random>, ktora jest czescig standardu jezyka od wersji C++11. Zawiera ona rozne
generatory liczb pseudolosowych oraz implementacje najbardziej popularnych rozktadow
prawdopodobienstwa, m.in. rozkladu normalnego Gaussa.

Dostarczone generatory oraz rozklady dostepne sg jako klasy, zatem potrzebne bedzie
utworzenie zaré6wno generatora, jak i rozkladu. Mozna to osiggng¢ za pomoca
nastepujacego fragmentu kodu. W przedstawionym kodzie wartosci, ktorymi inicjujemy
rozklad, sa przykladowe. W pdZniejszym etapie zostang zastagpione w taki sposob, aby
speiniaty definicje procesu Wienera.

double wartosc_oczekiwana = 0.0,
odchylenie_standardowe = 0.3;

default_random_engine generator;
normal_distribution<double> rozklad(wartosc_oczekiwana, odchyleni

Wygenerowanie losowej liczby zgodnej z rozktadem normalnym moze si¢ odby¢ za pomoca
nastepujacejinstrukcij:

double losowa_liczba = rozklad(generator);

Przejdzmy zatem do realizacji procesu Wienera. Poniewaz chcemy stworzy¢
dwuwymiarowg symulacje ruchow Browna, musimy przeprowadzi¢ rownolegle dwa
procesy Wienera. Jeden z nich bedzie opisywat ruch czasteczki wedlug wspotrzedne;j x,
drugi - wedlug wspolrzednejy. Zgodnie z definicja, proces zaczyna sie¢ w punkcie
poczatkowym 0. Zainicjujmy zatem na poczatek obie zmienne wartoscia 0.0.

// poczatkowe polozenie
double x = 0.0,
y = 0.0;

Warto juz teraz zastanowic sie, w jakich odstepach czasowych chcemy sprawdzac ,stan”
naszej czastki. Pomyslmy takze, jak dlugo powinna trwac¢ symulacja. Aby ptynnie
obserwowac ruchy czastki, proponujemy przyja¢ parametr dt = 0.1. Na poczatku
sprobujmy przeprowadzi¢ 10-sekundowg symulacje. Optymalny wspotczynnik dlugosci



wykonywanych krokow dla utworzonego szablonu to k = 1. Aby czastka nie uciekta poza
granice okna, ustawmy warto$¢ k wilasnie na te wartosc.

1 // poczatkowe potozenie
2 double x = 0.0,

3 y = 0.0,

4

5 double t = 0.0, // aktualny czas symulacji

6 t_max = 10.0, // diugos¢ symulacji

7 dt = 0.1, // interwal czasowy

8 k = 1.0; // wspoiczynnik diugosci krokow

Utworzmy petle, ktora bedzie sie¢ wykonywa¢ do momentu, gdy czas przekroczy 10 sekund.

1 // poczatkowe potozenie
2 double x = 0.0,

3 y = 0.0;

4

5 double t = 0.0, // aktualny czas symulacji
6 t_max = 10.0, // dtugos¢ symulacji

7 dt = 0.1, // interwal czasowy

8 k = 1.0; // wspoiczynnik diugosci krokow
9

10 while (t < t_max) {

11 // zwieksz aktualny czas

12 t += dt;

13}

PrzejdZzmy zatem do przemieszczania czgstki. Zgodnie z definicjg procesu Wienera,
wartos¢ oczekiwana, ktora powinniSmy zainicjowac rozktad, wynosi 0. Wowczas generator
bedzie zwracat rowna liczbe wartosci dodatnich i ujemnych. Odchylenie standardowe jest
pierwiastkiem wariancji, ktora w definicji procesu Wienera wynosi dt. Skorzystajmy

z funkcji sqrt () z biblioteki <cmath>, aby obliczy¢ jej pierwiastek. Poniewaz warto$¢
oczekiwana i odchylenie standardowe beda state, mozemy utworzy¢ rozktad przed
wejsciem do petli while. Przemieszczenie bedzie odbywalo sie zatem o losowq liczbe,
wygenerowana przez rozktad oraz generator (ewentualnie pomnozong przez parametr k).

1 // poczatkowe potozenie
2 double x = 0.0,
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double t = 0.0, // aktualny czas symulacji
t_max = 10.0, // diugos$¢ symulacji
dt = 0.1, // interwal czasowy
k = 1.0; // wspoiczynnik diugosci krokow

// utworzenie generatora i rozkztadu
default_random_engine generator;
normal_distribution<double> rozklad(0.0, sqrt(dt));

while (t < t_max) {
// przemieszczenie
x += k * rozklad(generator);
y += k * rozklad(generator);

// zwieksz aktualny czas
t += dt;

Ostatnim krokiem bedzie zapisanie instrukcji dodajgcej wspotrzedne kolejnego punktu do

rysowanej trasy co jednostke czasu oraz odczekanie odpowiedniego czasu, aby obserwowac

animacje w sposob odzwierciedlajacy symulacje.

// poczgtkowe polozenie
double x = 0.0,

y = 0.0;
double t = 0.0, // aktualny czas symulacji
t_max = 10.0, // diugos¢ symulacji
dt = 0.1, // interwal czasowy
k = 1.0; // wspoiczynnik diugosci krokow

// utworzenie generatora i rozkztadu
default_random_engine generator;
normal_distribution<double> rozklad(0.0, sqrt(dt));

// rysuj pierwszag pozycje
w.addPoint(x, Vy);

while (t < t_max) {
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28
29 }

// przemieszczenie
x += k * rozklad(generator);
y += k * rozklad(generator);

// zwieksz aktualny czas
t += dt;

// odczekaj dt
w.wait(dt);

// rysuj aktualng pozycje
w.addPoint(x, vy);

UmieS¢my teraz napisany kod w szablonie i sprawdzmy jego dziatanie:

© 00 N o o b WODN B

N NNNNNNRRRRRRRRRLR
O R WNROOOO~NOOOOMWNDNIPRO

#include "mainwindow.h"
#include <QApplication>
#include <cstdlib>
#include <cmath>
#include <random>

using namespace std;

int main(int argc, char *argv[]) {

// Poczgtek kodu - utworzenie okna do rysowania
QApplication a(argc, argv);

MainWindow w;

w.show();

/* poczatek wtasciwej czesci kodu */
// poczatkowe potozenie
double x = 0.0,

y = 0.0,
double t = 0.0, // aktualny czas symulacji
t_max = 10.0, // diugos¢ symulacji
dt = 0.1, // interwal czasowy
k = 1.0; // wspoiczynnik diugosci krokow

// utworzenie generatora i rozkladu



27 default_random_engine generator;

28 normal_distribution<double> rozklad(0.0, sqrt(dt));
29

30 // rysuj plerwszag pozycje

31 w.addPoint(x, vy);

32

33 while (t < t_max) {

34 // przemieszczenie

35 x += k * rozklad(generator);
36 y += k * rozklad(generator);
37

38 // zwieksz aktualny czas

39 t += dt;

40

41 // odczekaj dt

42 w.wait(dt);

43 // rysuj aktualng pozycje

44 w.addPoint(x, vy);

45 }

46

47

48 /* koniec wtasciwej czesci kodu */
49

50 // Konlec programu

51 return a.exec();

52}

Po uruchomieniu programu wyswietli si¢ okno, w ktorym rysowana bedzie aktualna pozycja
czgstki oraz przebyta przez nig trasa. Oto przyktadowy stan koncowy okna:



B Symulacja ruchéw Browna - x

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Jak widzimy, mozna zwiekszy¢ czas symulacji. Oto jak przedstawia si¢ stan symulacji po
czasie 100 sekund:

B Symulacja ruchéw Browna - x

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Stownik
interwat

odstep w czasie lub odleglos¢ w przestrzeni
renderowanie




(ang. rendering) przedstawienie wynikow cyfrowych za pomocg formy odpowiedniej dla
wybranych danych (np. graficznie lub dzwiekowo)



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 O

W programie utworzono funkcje, ktéra generuje losowe liczby zgodnie z rozktadem normalnym
Gaussa. Przeprowadz eksperyment, w ktorym sprawdzisz, jaka jest wartos¢ oczekiwana
(Srednia) zwracanych przez funkcje liczb. W tym celu wygeneruj za jej pomoca n liczb i oblicz
ich srednig wartos¢. Wynik zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

Aby mdc poprawnie sprawdzi¢ swoje rozwigzanie, nie zmieniaj funkcji
losowa_liczba_gauss( ). Wartos¢ zmiennej mean w funkcji powinna wynosié
4612811918334230528.

Dziatanie programu przetestujdlan = 100000.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna
Wynik:

e wartosc_oczekiwana - liczba rzeczywista

Twoje zadania

1. Program sprawdza wartos¢ oczekiwang zwracang przez funkcje
losowa_liczba_gauss.






Cwiczenie 2 @

W programie utworzono dwuwymiarowg tablice, ktora zawiera losowe wektory przesuniecia.
Przeprowadz prosta symulacje, polegajgca na przesuwaniu czastki o kolejne wektory z tablicy.
Woypisz koncowa pozycje jako dwie liczby oddzielone znakiem spacji, zaokraglone do dwoch
miejsc po przecinku. Symulacje rozpocznij od punktu (a, b). Dziatanie programu przetestuj dla
punktu (1.42, — 2.42) i danej tablicy z wektorami.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e wektory - dwuwymiarowa tablica liczb rzeczywistych
e X - liczba rzeczywista; pierwsza wspotrzedna punktu poczatkowego
e y - liczba rzeczywista; druga wspétrzedna punktu poczatkowego
Wynik:
e xk - liczba rzeczywista; pierwsza wspodtrzedna punktu koncowego

e yk - liczba rzeczywista; pierwsza wspoétrzedna punktu koricowego

Twoje zadania

1. Program sprawdza koncowg pozycje czastki poruszajacej sie wedtug wektorow
zawartych w tablicy.






Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku C++

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

h) metod¢ Monte Carlo (obliczanie przyblizonej wartoSci liczby 7, symulacja ruchow
Browna),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Poznasz sposob wykorzystania rozkltadu normalnego Gaussa w jezyku >C++.



e Zbadasz poruszanie si¢ czgstki zgodnie z procesem Wienera.
e Zinterpretujesz analogi¢ pomiedzy procesem Wienera a ruchami Browna.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» metody aktywizujace.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

« telefony z dostepem do internetu;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostg¢pnia e-materiat:
»Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku C++". Uczniowie zapoznaja
sie z tresciami w sekciji ,Film samouczek” w kontekscie programowania.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢ oraz wspoélne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedza w trakcie lekcji.

Faza realizacyjna:



1. Praca z tekstem. Jezeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekciji ,,Film
samouczek”. Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje
najwazniejsze kwestie poruszane w tekscie.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji , Film samouczek”.
Uczniowie wspolnie zapoznajg si¢ z tre$cig zawartego w niej multimedium. Zapisuja
ewentualne problemy i pytania. Po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej
nauczyciel wyjasnia niezrozumiate tresci. Nastepnie wykonuja przedstawiony w filmie
program.

3. Cwiczenia umiejetno$ci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 1z sekcji ,Sprawdz sie”.
W przedstawionym programie utworzono funkcje, ktora generuje losowe liczby
zgodnie z rozkladem normalnym Gaussa. Zadaniem uczniow jest przeprowadzenie
eksperymentu, w ktorym sprawdzg, jaka jest warto$¢ oczekiwana (Srednia) zwracanych
przez funkcje liczb. W tym celu generujg za jej pomocg 100 000 liczb i oblicz ich
Srednig warto$¢. Wynik zaokraglaja do jednego miejsca po przecinku.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Wybrany uczen podsumowuje zaj¢cia z programowania w C++, zwracajgc uwage na
nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 2 z sekcji ,,Sprawdz sie”. W przedstawionym
programie utworzono dwuwymiarowq tablice, ktora zawiera losowe wektory
przesuniecia. Zadaniem uczniow jest przeprowadzenie prostej symulacji, w ktorej
wyznaczg koncowg pozycje czastki przesuwanej o kolejne wektory z tablicy. Koncowa
pozycje wypisujg jako dwie liczby oddzielone znakiem spaciji, zaokraglone do dwoch
miejsc po przecinku. Symulacje rozpoczynaja od punktu (1.42, 2.42).

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

o Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy uczniow.






