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Wykorzystanie wtasnosci ciaggu arytmetycznego
w zadaniach na dowodzenie
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W starozytnej Grecji uczonych trudnigcych si¢ zawodowo nauczaniem retoryki,
matematyki czy fizyki, nazywano nauczycielami madrosci, czyli sofistami. Sofisci zastyneli
z umiejetnosci dowodzenia za wszelka cene (nawet kosztem logiki i zdrowego rozsadku),
stusznoSci postawionej tezy.

Obecnie sofizmat to pozornie poprawny argument, zawierajacy $wiadomie zatajone bledy
logiczne.

Przykladem znanego sofizmatu jest dowodd, ze 1 zt = 1 gr.
1zt =100gr=10gr-10gr=0,12-0,1z2t =0,01zt =1 gr

Sofizmat zatem prowadzi do falszywej tezy, ktora wydaje sie¢ prawdziwa. Najczesciej
sofizmat powstaje wtedy, gdy podane przestanki nie wystarczaja do uznania twierdzenia za
dostatecznie uzasadniony lub ktora$ z przestanek nie posiada uzasadnienia.

W tym materiale zajmiemy si¢ dowodami zwigzanymi z ciggiem arytmetycznym.

W rozwazaniach, ktére bedziemy prowadzi¢ odejdziemy troche od Scistych regut
obowigzujacych w klasycznych dowodach (zatozenie - teza-dowod), na rzecz klarownosci
zapisOw. Jednak bedziemy przy tym pamietac, aby prawdziwe byly twierdzenia i wzory,
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z ktorych skorzystamy. Mamy wi¢c nadzieje, ze ten sposob unikniemy stworzenia nowego
sofizmatu.

Twoje cele

o Wykorzystasz wiadomosci na temat ciggow arytmetycznych w zadaniach ,na
dowodzenie”.

» Przeanalizujesz tre$¢ zadania i dobierzesz odpowiedni model, zwigzany z ciggiem
arytmetycznym, do rozwigzania zadania.

» Przeprowadzisz rozumowania, takze kilkuetapowe, podasz argumenty uzasadniajgce
poprawno$¢ rozumowania.




Przeczytaj

W matematyce kazde stwierdzenie, aby stac¢ si¢ twierdzeniem, wymaga dowodu, czyli
logicznego rozumowania, na podstawie ktorego z podanego zatozenia wynika teza.

Jesli mamy implikacje A = B, wéwczas méwimy, ze A jest warunkiem dostatecznym dla B
oraz, ze B jest warunkiem koniecznym dla A. Zatem warunek dostateczny (wystarczajacy)
to kazdy warunek, z ktorego dany fakt wynika, a warunek konieczny to wniosek
wyptywajacy z danego faktu.

Jesli prawdziwa jest réwniez implikacja odwrotna A < B, to méwimy, ze A jest warunkiem
dostatecznym i koniecznym dla B.

Analizujac przyktady podane w tym materiale, wyodrebnij dla danego stwierdzenia
warunek konieczny i dostateczny.

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych wzoréw dotyczacych ciggu arytmetycznego,
z ktorych bedziemy korzystac.

Bedziemy przy tym zaktada¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okre$lonydlan > 1in € N,
Definicja: Cigg arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby r, zwanej roznica ciagu.
Ciag arytmetyczny (a,,)
Zalezno$¢ miedzy trzema kolejnymi  Suma n poczatkowych

Wyraz ogdlny ciggu
y golny clag wyrazami ciaggu wyrazow ciggu
ap=a;+(n—1)-r  a,= 2101 S, = 4% . p

Pierwszy typ zadan, ktorym si¢ zajmiemy dotyczy uzasadniania, ze dany ciag jest
arytmetyczny.

Przyktad 1

1 1 1

a+b? atc’ c+b
(a+b)(b+c)(c+b) # 0tociag (a®, b?, ¢?) tezjest ciagiem arytmetycznym.

Udowodnimy, ze jezeli ciag ( ) jest arytmetyczny i

Ciag ( a}rb , aic , cib ) jest arytmetyczny, zatem ze zwigzku miedzy trzema kolejnymi

wyrazami tego ciggu wynika, ze

atb = c+b

atc

1 1,1
2




Przeksztalcamy zapisang rowno$¢. Mnozymy obie strony rownosci przez 2 i utamki
sprowadzamy do wspolnego mianownika.

2 1 1
atc = atb + c+b

2 _ ctbtatbd
atc — (a+b)(c+bd)

Mnozymy ,na krzyz” obie strony rownosci i wykonujemy wskazane dziatania.
2(ac+ ab+bc+b%) = (a+ c)(a + c + 2b)

2ac + 2ab + 2bc + 2b* = a® + ac + 2ab + ac + ¢* + 2bc

Redukujemy wyrazy podobne.

2b? = a? 4 2

Dzielimy obie strony rownosci przez 2.

b = e

Otrzymany zwigzek wskazuje na to, ze cigg (a2, b2, ¢?) jest arytmetyczny.
Przyktad 2

Dana jest funkcja f(z) = 4z + 1. Wykazemy, ze cigg

f(), f3), f(5),..., f(2k+ 1), ...

gdzie k € N jest ciggiem arytmetycznym rosnacym.

Aby wykazac, ze dany ciag jest ciagiem arytmetycznym, zbadamy réznice miedzy
kolejnymi wyrazami danego ciggu.

Fen+1)— fen—1)=4@2n+1)+1—4(2n—1) — 1
fen+1)—f2n—1)=8n+4+1—-8n+4—-1=38

Badana roznica dla kazdejliczby naturalnejn jest liczbg, a wiec jest to cigg arytmetyczny.

Poniewaz uzyskana liczba 8 jest dodatnia, zatem cigg jest rosnacy.

Drugi typ zadan na dowodzenie zwigzany jest z wlasnoSciami sumy n-kolejnych wyrazow
ciggu arytmetycznego.

Przyktad 3



Cigg arytmetyczny (a,,) okreSlony jest wzorema,, = 22 —4ndlan=1, 2, 3, ...
Udowodnimy, ze liczba n, dla ktorej suma n poczgtkowych kolejnych wyrazow ciggu
osigga warto$¢ najwiekszg jest liczba pierwsza.

Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu i roznice ciggu.
a =22—-4=18

T=ay— a

r=(22-8)—-18=—4

Zapisujemy sume n-kolejnych wyrazow ciagu (a,,).

g — 18+18+(12L—1)-(—4) ‘n

S = —2n% 4 20n
Rozwazmy funkcje
Sn = —2n? 4 20n, gdzien =1, 2, 3, ...

Jest to funkcja kwadratowa, ktora przyjmuje wartos¢ najwieksza dla
20

Obliczamy wartos¢ funkcji dla argumentu 5.

S(5)=-2-52+20-5=50

Zatem warto$¢ wyrazenia S = —2n? + 20n jest najwieksza dlan = 5 i jest rowna 50.
Liczba 5 jest liczbg pierwszg, c.n.d

Przyktad 4

Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym malejgcym. Suma wyrazu pierwszego i pigtego jest
rowna 2, a iloczyn pierwszego i czwartego wyrazu jest rowny 1. Wykazemy, ze nalezy
dodac¢ co najwyzej 9 poczatkowych wyrazow ciagu, aby suma tych wyrazow byta liczba
nieujemna.

Oznaczmy:
a — pierwszy wyraz ciggu,
r — roznica ciggu.

Z tresSci zadania wynika, ze

a+a+4r=2ia(a+3r)=1.
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Stad:

a+2r=1

a=1-2r

Podstawiamy wyznaczone a do drugiego z zapisanych réwnan.
1-2r)(1+7) =1

Rozwigzujemy otrzymane rownanie.

1+r—2r—2r=1

22 +r =0

r(2r+1)=0

r=0lubr=—%

o =

Ciag (an) jest ciggiem malejgcym, wiec 7 # 0, czylir = —
Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.
a=1-2-(—5)=2

Zapisujemy wzOr na wyraz ogolny ciagu:
an=2+(n—1) (-7)

a, = 2% — %n

Korzystamy ze wzoru na sume n — kolejnych wyrazow ciggu arytmetycznego.

2—int2l
Sp=—"5—=2-n

_ 1,2, 9
Sp=—3n“+In

Uzyskana suma ma by¢ nieujemna, zatem zapiszemy i rozwigzemy odpowiednia
nierownosc.

_%n2+%n201n:1’2, 3, . e
n(n—9) <0
nell, 23, 4,...,9)

C.nd



Teraz zadanie, w ktorych udowodnimy mniej znang wlasno$¢ ciggu arytmetycznego.

Przyktad 5
Udowodnimy, ze dla dowolnych liczb a, b, c réZznych od zera i takich, ze cigg (ag, b, 03)
jest arytmetyczny, prawdziwa jest rownosc

112
a?+ab+b2 b2+bc+c? a’+ac+c?

Oznaczmy:
r — roznica ciggu (a3, b3, c3).

Z wtlasnosci ciggu arytmetycznego wynika, ze roznica r wyraza si¢ wzorem
r=0 —adir=c>— b3
Po dodaniu stronami zapisanych wyzej rownosci, otrzymujemy:

c —ad =2r

e Jeslir = 0toa = b = c. Wtedy dowodzona rowno$¢ jest oczywista.

o Jedli r # 0 to we wszystkich utamkach mianowniki sg niepelnymi kwadratami
dwumian6w. Zatem mozemy rozszerzy¢ kazdy z utamkow tak, aby w mianowniku
otrzymac roznice szescianow.

o Przeksztalcamy najpierw lewa strone dowodzonej rownosci.

1

_ 1
L= a®+ab+b? + b2+bc+c?

_ b—a c—b
L = o= T W)y

b—a c=b
L= s + P A

__ b—a c—b _ c—a
L = r + r

r

Teraz w podobny sposob przeksztalcimy prawg strone dowodzonej rownosci.

_ 2
P = a?+ac+c?
2(c—a)

P = (a2+ac+c?)(c—a)

pP— 2(c—a)  2(c—a)  c¢—a

I 2r - r

Zatem P = L

c.n.d




Stownik
cigg arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanejroznica ciaggu




Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika. Znajdziesz w niej przyktad dowodu jednej z wtasnosci ciagu
arytmetycznego. Sprébuj najpierw samodzielnie udowodnié te wtasnos$¢, a nastepnie
poréwnaj z rozwigzaniem.

Polecenie 2

Ciag (:c +y, 3x+2y+1, 22 +4y+ 5:6) jest arytmetyczny. Wykaz, Ze ciag ten jest rosnacy
dlaz € (-1, 3).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Mozna udowodni¢, ze jezeli ciag (a,,) jest ciagiem
arytmetycznym, to ciag (b,,) o wyrazie ogdlnym b, = a,, 1o — ay:

Q jest ciggiem malejgcym
() niejest ciaggiem monotonicznym
() jest ciagiem rosnacym

() jest ciagiem statym

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Mozna udowodni¢, ze jezeli ciagi (a, b, ¢) i (a?, b%, ¢?) sa
ciagami arytmetycznymi to:

at+b=c
a? + b? = c?

a=b=c

o O O O

a—b=c




Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = —2x + 3 i ciag (a,,) taki, ze:
a; = f(2), as = f(4), a3 = f(6), ..., a, = f(2n), ...

Uzupetnij dowdd tego, ze ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym. Wpisz odpowiednie liczby.

Qi1 = an = - (n+ 1)+ |—(—4n+3) =




Cwiczenie 4

Ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazach ujemnych. Uzupetnij dowod tego, ze ciag
(S,,) jest ciagiem malejacym.
Przeciagnij odpowiednie wyrazenia.

Oznaczmy:
a - pierwszy wyraz ciagu (a,),
r - rdznica ciagu (a,).

Zapisujemy wzor ogdlny ciagu (.S,,).
Sn _ atat+(n-1)r n

S =

____________________

Ciag jest malejacy, jezeli roznica miedzy dwoma kolejnymi wyrazami ciggu jest ujemna.

Badamy wiec znak tej réznicy.

o i ata+(n—1)r
Sn—i—l_Sn—i I (]

Sn—|—1 - Sn :

Sn+1 - Sn = 2(m+2a+”2r+7§7’ —2an—rn*+rn
Sn+1 — Sy = _____________________________________ =a
Spi1—Sn=!

Réznica dwéch kolejnych wyrazéw ciggu jest ujemna, zatem ciag jest malejacy.

22_a ‘ 2a+(72l—1)-r ‘n ’ ‘ 2a(n+1)+nr(n+;)—Zan—(n—l)rn

‘ 2a+(n—i2—1—1)-7’ (n+1)




Cwiczenie 5

Suma trzech pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego jest réwna 21. lloczyn dwéch
pierwszych wyrazéw jest o 1 mniejszy od podwojonego wyrazu trzeciego.

Oznaczmy:
a - pierwszy wyraz ciagu,
r - rdznice ciagu.

Zaznacz, ktére stwierdzenie jest prawdziwe, a ktore fatszywe.

Mozna udowodnié, ze
a+r=".

Prawdg jest, ze
ala+1)+1=2(a+2).

Z tresci zadania wynika, ze
at+r+a+2r+a+3r=21

Mozna udowodni¢, ze
réznica ciggu jest réwna 4.

Mozna udowodnié, ze
pierwszy wyraz ciggu jest
rowny 4.

Cwiczenie 6

Prawda Fatsz

O O
O O

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (a1, as, ..., a,), gdzien > 3 jest ciagiem
arytmetycznym o wyrazach dodatnich. Mozna udowodni¢, ze prawdziwa jest rownos¢

1 + 1

al-a2 az2-a3 an—1-an

_ n—1
O A - gfll'an

Q A - afa

2
. n
O A - ai-ay,

O A = ntl

ai-ap

. —1— = A, gdzie:



Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jezeli cigg liczb dodatnich (a,z, b2, c2) jest ciggiem arytmetycznym, to ciag
( 1 1 1

T are b ) jest rowniez ciggiem arytmetycznym.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze jezeli liczby dodatnie a, b, ¢ tworza w tej kolejnosci cigg arytmetyczny, to liczby
1 1 1
Vbrye' vatye' Vbrya’

w tej kolejnosci, rowniez tworzg cigg arytmetyczny.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie wlasnoS$ci ciggu arytmetycznego w zadaniach na dowodzenie
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

5) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wiadomosci na temat ciggéw arytmetycznych w zadaniach ,na
dowodzenie”

 analizuje tres¢ zadania i dobiera odpowiedni model, zwigzany z ciggiem
arytmetycznym, do rozwigzania zadania

o prowadzi rozumowania, takze kilkuetapowe, podaje argumenty uzasadniajgce
poprawno$¢ rozumowania

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

« lekcja bez stow
o grafitti
o drzewo ewaluaciji

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ta lekcja ma by¢ lekcja, w czasie ktorej ani nauczyciel, ani uczniowie nie uzywaja stow.
2. Zatem poczatkiem zajec jest infografika, na podstawie ktorejuczniowie ustalajg (bez
stow) temat i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie zapoznaja si¢ z materialami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj.
Teraz tgcza si¢ w pary. Ich zadaniem jest udowodnienie twierdzen zapisanych
w ¢wiczeniu 11 ¢wiczeniu 2 (uczniowie muszg nadal porozumiewac si¢ bez stow).

2. Uczniowie, ktorzy udowodnili ktores z twierdzen moga zapisa¢ swoj dowod na tablicy.
Jesli ktoras z par ma inny sposob dowodzenia, tez go zapisuje. Nauczyciel powinien tak
stymulowac¢ prace uczniow, aby na tablicy pojawito sie kilka réznych dowodow danego
twierdzenia.

3. Uczniowie nadal pracuja w parach i rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne.

4. Podsumowaniem tej czesci zaje¢ powinno by¢ sporzadzenie, przez uczniow
pracujgcych w czworkach, grafitti obrazujgcego typy dowodzonych twierdzen
zwigzanych z ciggiem arytmetycznym i sposoby ich dowodzenia.

Faza podsumowujaca:

1. Na galeziach drzewa ewaluaciji (drzewo przygotowuje wczesniej nauczyciel) uczniowie
zapisuja uksztaltowane umiejetnosci. Pod drzewem ewentualne pytania, problemy,



ktore im sie nasunely w czasie zajec.
2. Nauczyciel odpowiada na pytania uczniow (nadal bez stow), ocenia prace par i grup.

Praca domowa:

Zadaniem ucznia jest wymyslenie i udowodnienie wlasnego twierdzenia dotyczacego ciggu
arytmetycznego (twierdzenie moze uczen nazwac swoim nazwiskiem, np. twierdzenie
Malinowskiego o sumie 4 wyrazow ciggu arytmetycznego).

Materialy pomocnicze:
Ciagi - wlasnosci ciggoéw arytmetycznych
Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystana w czasie zaje¢ pokazujacych roézne sposoby dowodzenia
twierdzen matematycznych.
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