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Zrédto: Fezbot2000, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Poznate$ juz wykres funkcji trygonometrycznejy = cos .

Poznates takze podstawowe wtasnosci tego wykresu: srodki symetrii i osie symetrii.
Zapoznates sie rowniez z charakterystycznymi wiasno$ciami funkcji cosinus: jest funkcja
okresow3 i jej zbiorem wartosci jest przedziat (—1, 1). Wykorzystamy opisane powyzej
wlasnosci do rozwigzywania rownan postaci: cos ¢ = a.

Twoje cele

e Rozwiazesz rOwnanie postaci: cos £ = a w zadanym przedziale.
e Rozwiazesz rOwnanie postaci: cos £ = a w zbiorze liczb rzeczywistych.
« Rozwigzesz rownanie postaci: cos(cz + d) = a w zbiorze liczb rzeczywistych.




Przeczytaj

Rozwigzywanie rownan: cosz = 1,cosx = —1.

Rozpocznijmy rozwigzywanie rOwnan postaci cos £ = a od nastepujacej obserwaci:
poniewaz zbiorem wartos$ci funkcji y = cos x jest przedziat (—1, 1), zatem dla liczb
a ¢ (—1,1) rownanie cos x = a nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Na poczatek rozwigzemy rownanie cos ¢ = 1.
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Zauwazmy, ze w przedziale (0, 27) funkcja y = cos z przyjmuje warto$¢ 1 tylko dla
argumentu z = 0. Funkcja y = cos z jest funkcjg okresowg o okresie zasadniczym T' = 2,
zatem wszystkie rozwigzania rownania majg posta¢: x = 2k, gdzie k € Z.

Postepujgc analogicznie rozwigzujemy rownanie cos z = —1.
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Rozwigzaniem rownania cos x = —1 jest kazda liczba postaci x = w + 2km, gdzie k € Z.
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Rozwigzywanie rownan: cos = a.

Aby rozwigza¢ rownanie cos * = a, wykorzystamy wykresy funkcji y = cosz iy = a. Na
aplecie mozemy porusza¢ suwakiem. Zwro¢my uwage, ze prosta y = a przecina wykres
w dwoch typach punktow: jedne z nich sg pokolorowane na czerwono, pozostate na
pomaranczowo. Zauwazmy, ze punkty pokolorowane na czerwono s w rownych
odleglosciach rownych 27. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku punktow
pokolorowanych na pomaranczowo. Zatem bedg istnie¢ dwie serie rozwigzan.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIDRrNkmZ

Pozostaje ustali¢, jakie sg zaleznosci miedzy punktami czerwonymi i pomaranczowymi.

Wykorzystajmy ponizszy aplet.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIDRrNkmZ

Poruszajmy suwakiem. Zauwazmy, ze punkt czerwony w czasie przesuwania suwaka jest
potozony symetrycznie do punktu pomaranczowego wzgledem prostej o rownaniu = 0.
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Podobnie zachowujg si¢ pierwsze wspoirzedne tych punktow. Zatem ich wspotrzedne
spelniajg zaleznos¢: xy = —x;.

Twierdzenie: o rozwigzywaniu réwnania trygonometrycznego.

Mozemy zatem zapisac¢ algorytm szukania rozwigzan rownania cos * = a. Znajdujemy
jedno rozwigzanie x takie, ze cos o = a. Zapisujemy pierwszg seri¢ rozwigzan:

x = xo + 2km, gdzie k € Z. Znajdujemy drugie rozwigzanie —x. Zapisujemy drugg serie
rozwigzan: € = —xg + 2km, gdzie k € Z.

Uwaga: W przypadku réwnan cos z = 1, cos z = —1 jest tylko jedna seria rozwigzan.

Teraz pokazemy kilka zastosowan podanego algorytmu.

Przyktad 1

Rozwigzemy w zbiorze liczb rzeczywistych rownanie: cosx = — @

Najpierw znajdziemy rozwigzanie rbwnania cos ¢ = — @ w przedziale <0, 7>,
Poniewaz cos & = @, korzystajac ze wzoru redukcyjnego cos(m — :c) = —cosz
otrzymujemy cos(m — %) = ‘/3 . Zatem poszukiwanym z jest liczba 2%

Z parzystosci funkcji cosinus otrzymujemy, ze cos( 56” ) = ‘/3 . Wobec tego
rozwigzaniami rownania cos * = —% Sq: X = 56—” +2krlubz = — 5gT + 2km, gdzie
ke Z.

Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie: cos x = ﬁ w przedziale (—2, 57r).

Korzystajgc z rozwigzania przyktadu 1 poszukamy rozwigzan, ktore znajduja si¢

w przedziale (—2m, 57). Sg to: —ﬁ —%,%,%,%ﬁ,%,%.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie 2 cos (390 — 1) = V2w przedziale (—m, 7).

Przeksztalcamy rownanie do postaci: cos (333 — 1) */2 . Podstawmy z = 3z — 1, czyli
otrzymujemy rownanie cos z = — @ Znajdujemy jedno rozwiazanie: zg = %. Zatem

rozwigzaniami rownania cos z = —@ Sq: z = % + 2kmlub z = — % + 2km, gdzie k € Z




Poniewaz z = 3z — 1, wOwczas rozwigzaniami rownania 2 cos (3:15 — 1) =2 sa:
_ 1 s 2km _ 1 _ = 2k :
r=35+7+5 lubxr= 35— 7+ 35, gdziek € Z.

Pozostaje wybra¢ rozwiazania z przedziatu (—m, 7):

1 _ Bx 1 5 1, x 1 _x 1 _ 1lx 1 4 5r
12’3+4’3 47 3 12’3+12'

3 1273
A teraz pokazemy, jak mozna rozwigzywac réwnania trygonometryczne z parametrem.

Przyktad 4

Dla jakich wartosci parametru a € R rownanie cos (3:13 + 7) =a?+3a+1ma
przynajmniejjedno rozwigzanie?

Poniewaz zbiorem warto$ci funkciji y = cos(3x + 7) jest przedziat (—1, 1), zatem musza
by¢ spetnione dwie nieréwnosci: —1 < a? +3a+1ia? +3a+1 < 1.

Wowcezas 0 < a® + 3a + 2 i a® + 3a < 0. Wobec tego otrzymujemy 0 < (a + 1)(a + 2) i
a(a + 3) < 0. Stad otrzymujemy odpowiedz: a € (—3,—2) luba € (—1,0).

Stownik
rozwiazanie réwnania z jedng niewiadoma

liczba spetniajaca rownanie, czyli liczba, ktora po podstawieniu za zmienng daje rownos¢
liczby po praweji lewej stronie rownania.

zbior rozwiazan réwnania z jedna niewiadoma

zbior liczb spetniajacych réwnanie.



Animacja

Polecenie 1
Zapozna sie z filmem, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D16wlbIHI

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego rownan typu kosinus x rowna sie a.

Polecenie 2

Rozwiaz réwnanie: cos 2z = cos 4x w zbiorze liczb rzeczywistych.

Polecenie 3

Wszystkie rozwigzania rownania: sin 2oz = — cos 5.

r=—T 4 2 yp g = 31 4 A oqsiek € 7
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

. . , . 1 .
Rozwiazaniem rownania cos ¢ = — 5 jest:
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Cwiczenie 2
Wskaz rozwigzania rownania 2 cos (x — %)

1024

|
|y

o o o o o o o
|

77
O &

Cwiczenie 3

Dobierz w pary rownanie i jego rozwigzanie.

2cosdx = —\/5
1
cosz = &
2cosx = —\/5
cos®z =1
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Cwiczenie 4

4cos2x—1:0Hm:%+kmubx:—%+lm”x:%+kw|ubx:—%+kw

w=%+2k7rlubw=—%+2k7r”4cos233—3=0’

= +2krlubz = —F + 2km |

Cwiczenie 5

Wskaz réwnanie, ktérego zbiorem rozwigzan sa nastepujace liczby: ¢ = % + % lub
r =T +km,gdziek € Z.

() cosdzr =sinz
() cosz = cos3z
() cosz =sin3z

() cos2zx = cos3z

Cwiczenie 6

Kazdemu ponizszemu réwnaniu przyporzadkowujemy liczbe, ktora jest najwiekszym
rozwigzaniem ujemnym. Uporzadkuj réwnania w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej
przyporzadkowanej liczby.

cos2w=—% =
cosSw:—é =
cosx =0,9 =
cosx = 0,4 =



Cwiczenie 7
W zaznaczone pola wpisz odpowiednie liczby catkowite.

Réwnanie cos(3z — 5) = |2m + 1| — 4 ma przynajmniej jedno rozwigzanie wtedy i tylko

wtedy, gdy m nalezy do sumy przedziatow:
( 1 | 1 )

Cwiczenie 8 @

Whisz w pole sume wszystkich rozwigzan réwnania cos (27rz) = —% , ktére nalezg do

przedziatu (—100, 100).




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownanie cos z = a

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Zakres rozszerzony 3) wykorzystuje okresowosc¢ funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje rOwnanie postaci: cosx = a w zadanym przedziale,

e rozwiazuje rOwnanie postaci: cosx = a w zbiorze liczb rzeczywistych,
 rozwigzuje rownanie postaci: cos(cz + d) = a w zbiorze liczb rzeczywistych,
« analizuje metody rozwigzywania rownan postaci: cos ¢ = a.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» gradydaktyczna;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji tj. ,ROwnanie cosz = a”,
a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 2 - ,Rozwiaz rownanie: cos 2 = cos 4x w zbiorze
liczb rzeczywistych” z sekcji ,Animacja”. Uczniowie zapoznajq si¢ z tre$cig materiatu,
nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,ROwnanie cos x = a” i inicjuje krotkg
rozmowe na temat kryteriéw sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec prosi
chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupeinia informacije.



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,RoOwnanie cosxz = a”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

