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Katy w trojkacie

Zrédto: Evgeny Tkachenko, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Katy w trojkacie towarzysza nam od poczatku nauki geometrii. Zagadnienie zwigzane jest

z podziatem trojkatow, np. ostrokgtne, prostokatne, rozwartokatne, rownoramienne
poznajemy w szkole podstawowej. W szkole $redniej, w przypadku trojkatow prostokatnych
dodatkowo opisujemy proporcje bokéw w zaleznosci od jednego z katow ostrych
wprowadzajac funkcje trygonometryczne. Jednak to nie powyzsze zagadnienia sprawiaja
najwiecej problemow uczniom. Najwiecej problemow w geometrii sprawia przejscie od
zadan rachunkowych do zadan na dowodzenie. W programie szkolnym nie jest
przewidziane badanie, ktore z faktow geometrycznych mozemy uznac za oczywiste
(aksjomat), a ktore nalezy udowodni¢. To juz sprawia, ze uczen ma prawo nie rozumiec
kiedy jakis wniosek w dowodzie musi uzasadnic¢, a kiedy moze uznac za oczywisty. Jednym
z pierwszych i najwazniejszych (dowodzonych) w szkole twierdzen jest fakt, Ze suma miar
katow w trojkacie jest rowna katowi potpetnemu. Zaskakujace, jak duzo niebanalnych zadan
mozna rozwigzac¢ powotujac sie praktycznie tylko na to twierdzenie. Podczas tej lekcji
bedziemy odwotywac sie tylko do najpardziej podstawowych faktow geometrii ptaskie;.

Twoje cele

e Poznasz dowod twierdzenia o sumie katow w trojkacie.
o Wyznaczysz sume¢ miar katow wewnetrznych i zewnetrznych w wielokacie.

o Wyznaczysz miary katow w pewnej grupie, charakterystycznych trojkgtow.



» Zastosujesz poznane fakty i twierdzenia do rozwigzywania zadan geometrycznych.



Przeczytaj

Podziat trojkatow ze wzgledu na katy
Trojkaty mozemy klasyfikowac ze wzgledu na ich katy:

 trojkat ostrokatny ma wszystkie katy ostre,
e trojkat prostokatny ma jeden kat prosty,
 trojkat rozwartokatny ma jeden kat rozwarty.

® \

®
trojkat ostrokgtny trojkat prostokatny trojkat rozwartokatny

oraz dtugo$¢ bokow:

« trojkat rownoboczny - tréjkat, ktorego wszystkie boki majg taka sama dtugose,
szczegolny przypadek trojkata rownoramiennego; jest przykladem wielokata
foremnego,

 trojkat rownoramienny - tréjkat o (co najmniej) dwoch bokach réwnej dlugosci; te
dwa boki zwane s3 ramionami trojkata, trzeci bok jego podstawa. Katy przy podstawie
sa przystajace, a ich miara jest mniejsza od miary kata prostego.
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trojkgt rownoboczny trojkat rownoramienny

Twierdzenie: suma miar katéw wewnetrznych tréjkata
Suma miar katow wewnetrznych tréjkata jest rowna 180°.

Dowadd

Rozpatrzmy trojkat ABC'. Narysujmy prosta przechodzgca przez wierzchotek C
i rownolegla do odcinka AB.

A

B

Z faktu, ze katy naprzemianlegle majg rowne miary, otrzymujemy o + 5+ v = 180°.

Przyktad 1



Uzasadnimy, ze suma miar katow wewnetrznych n-kata wypuktego jest rowna
(n—2)-180°".

Rozwigzanie

Obierzmy wewnatrz wielokata punkt M. Laczymy ten punkt z kolejnymi wierzchotkami
n-kata. Otrzymujemy n trojkgtow o wierzchotku M. Jesli od sumy miar katow
wewnetrznych we wszystkich trojkatach odejmiemy kat pelny przy wierzchotku M, to
otrzymamy sume miar kagtow wewnetrznych n-kata wypukltego rowna

n-180° —360° = (n —2)-180°".

Uwaga!

Twierdzenie powyzsze jest rowniez prawdziwe w przypadku wielokgtow wklestych. Jednak
powyzszy dowod, jak i wiele innych przytaczanych w podrecznikach do szkoty
ponadpodstawowej, wymaga uzupetnienia.

Whiosek:
Miara kata wewnetrznego w n-kacie foremnym jest rowna

(n—2)-180°
—l

Teraz przekonamy sie, ze przytaczany wyzej dowod na sume miar kgtow wewnetrznych
w wielokgcie wypuklym w przypadku wielokata wklestego rzeczywiscie wymaga
uzupelnienia.

Przyktad 2
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Podamy przyklad wielokata, dla ktorego nie istnieje taki punkt M w jego wnetrzu, ze
odcinki taczace go z wierzchotkami znajdujace sie¢ wewnatrz tego wielokata, dzielg ten
wielokat na trojkaty.

Rozwigzanie

Przypomnijmy, ze przytoczony dowod na sume miar kagtow wewnetrznych w n-kacie
opieratl si¢ na zsumowaniu katow wewnetrznych wszystkich trojkatow o wspolnym
wierzchotku M.

Rozwazmy wielokat:

Jezeli wybierzemy punkt M, ktory znajduje si¢ pod odcinkiem C'F (lub na nim), to
widzimy, Ze nie istnieje wewnatrz tego wielokata trojkat M CD. Gdy wybierzemy punkt
M, ktory znajduje sie nad odcinkiem C'F (lub na nim), wéwczas wewnatrz tego wielokata
nie istnieje trojkat M AB.

Powyzszy przykiad pokazuje, ze rozumowania z poprzedniego przyktadu nie mozemy
zastosowa¢ do dowolnego wielokata.

Przyktad 3
Wyznaczymy sume miar katow zewnetrznych w trojkacie, czworokacie, n-kacie.
Rozwigzanie

Pokazemy, ze suma ta nie zalezy od liczby wierzchotkoéw wielokgta wypuktego. Suma kata
wewnetrznego i jednego przylegltego do niego kata zewnetrznego jest rowna 180°.
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Pamietajmy, ze do kata wewnetrznego przylegajg dwa katy zewnetrzne. Wnioskujemy
stad, ze suma katow wewnetrznych i potowy wszystkich katow zewnetrznych w n-kacie
jestrowna n - 180°. Ponadto znamy juz wzor na sume katéw wewnetrznych:

(n — 2) - 180°. Zatem suma wszystkich katow zewnetrznych jest rowna

2-n-180" —(n—2)-180°] =2-360" = 720°".

Inny, bardzo tadny dowod powyzszego faktu, opiera si¢ na pojeciu kata skierowanego, czyli
takiego, w ktorym rozrozniamy kolejnos¢ ramion kata. Mozna sobie wyobrazi¢, ze
»Spacerujac” po obwodzie wielokata w kazdym wierzchotku skrecamy o kat, ktorego miara
jest rowna katowi zewnetrznemu. OczywisScie przechodzac caty obwod i wracajac do
punktu wyjscia obrocimy sie o kat 360°. Powtarzajgc spacer w przeciwnym kierunku
rowniez obrocimy sie o kat 360°. Zatem suma wszystkich katéw zewnetrznych w n-kacie
wypuklym wynosi 720°.

Przyktady zadan zwigzanych z wyznaczaniem miar katéw w tréjkacie

Przyktad 4

Trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC| rozcieto odcinkiem AD na dwa
trojkaty rownoramienne BDA i CAD tak, ze |AB| = |AD| = |CD|. Wyznaczymy miary
katow trojkata ABC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez o kat przy wierzchotku C. Z zalozen wiemy, ze
|<CAD| = |[<ACD| = a, wiec |[<ADC| = 180° — 2a. Kgt ADB jest przylegty do kata




ADC, wiec jego miara jest réwna 2a. Ponadto, z warunkéw zadania wiemy, ze
|<ADB| = |[<ABD| = |<BAC| = 2a. Teraz wystarczy, ze zsumujemy katy wewnetrzne
w trojkacie ABC' lub ABD i otrzymujemy o + 2 + 2 = 180°, czyli: 5a = 180°
. Ostatecznie otrzymujemy 72°, 727, 36°.

Przyktad 5

W trojkacie ABC srodkowa i wysoko$¢ opuszczone z wierzchotka C' dziela ten kat na
trzy rowne czesci. Wyznaczymy miary katow tego tréjkata.

Rozwigzanie

Oznaczmy spodek wysokosci przez D, a punkt przeciecia srodkowejz odcinkiem AB
przez E.

Z punktu E prowadzimy prostopadta do boku AC. Ich przeciecie oznaczamy przez F.

C

A E 1‘5 B

Tréjkaty BDC, EDC sa prostokatne, ponadto majg wspoélny odpowiadajacy bok i rowne
katy (<ECD = <DCB), wigc sa przystajgce (kbk). Podobnie trojkaty EDC i EFC (
<ECD = <FCE). Zatem |EF| = |ED| = |DB| = 1|EB| = 1 |AE|.

Wynika z tego, ze trojkat AEF jest potowa trojkata rownobocznego o boku AE. Zatem
|<EAF| = |<BAC| = 30"

|<BEF| =120 |[<ABC| = |<DEC| = |[<CEF| = % -120° = 60°
|<<ACB| = 90°.

Ciekawostka



Rysunki do powyzszych dwoch przyktadow to wybrane wierzchotki, boki lub przekatne
pewnych wielokatow foremnych. Powyzsza obserwacja moze nam znaczgco ulatwic
zarowno konstrukcje zatozen zadania, jak i odkrywanie zaleznosci niezbednych do jego

rozwiazania.

Stownik

trojkat



figura wyznaczona przez trzy punkty nielezgce na jednej prostej, kazdy z tych punktow
jest wierzchotkiem trojkata a odcinki taczgce wierzchotki nazywamy bokami

kat

obszar powstaly z rozciecia ptaszczyzny przez sume dwoch réznych potprostych
o wspolnym poczatku, wraz z tymi potprostymi; potproste nazywane sa ramionami kata,
wspolny poczatek potprostych nazywany jest wierzchotkiem kata

kat zewnetrzny

kat przylegly do danego kata wewnetrznego wielokata; jezeli dany kat wewnetrzny
w pewnym wierzchotku wielokata nie jest wypukly, to nie istnieje kat zewnetrzny do
niego w tym wierzchotku



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z dowodami przedstawionymi w prezentacji multimedialnej.

Polecenie 2

Dany jest tréjkat ABC. Kat przylegty do kata C'’A B ma miare 3 razy wieksza od miary kata
CBA. Udowodnij, ze |[<ACB| = 2 - |[<CBA|



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Na bokach AB i BC tréjkata réwnobocznego ABC zbudowano kwadraty ALK Bi BNMC.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jaka jest miara kata CNK?

60°

75°

90°

45°

o O O O



Cwiczenie 2 @)

Na ptaszczyznie dany jest kwadrat ABCD i tréjkat rownoboczny DCE, ktérego wnetrze jest
na zewnatrz kwadratu.

E
D C
A B
Wskaz zdania prawdziwe.
() |<EAB|="70"
() |<AEB| =20"
() |<EAD|=15"
(] |<EDA| = 150"
Cwiczenie 3 @

Udowodnij, ze w kazdym trdjkacie istnieje kat, ktory ma miare nie mniejsza niz 60°.



Cwiczenie 4

Udowodnij, ze jezeli Srodkowa trojkata ma dtugos$¢ rowng potowie dtugosci boku, do ktérego
zostata poprowadzona, to trojkat jest prostokatny.

A D B

Cwiczenie 5

Trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC
trojkaty réwnoramienne DC A i BCD tak, ze |AC| =
miare kata CAB.

, rozcieto odcinkiem C'D na dwa
AD| oraz |CD| = |BD|. Wyznacz

C




Cwiczenie 6

Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego jest dwusieczng kata
utworzonego przez wysokos¢ i srodkowa, poprowadzone z wierzchotka kata prostego.

Cwiczenie 7 @

Dwusieczne katéow BAC oraz BC A trojkata ABC przecinaja sie w punkcie I. Wiedzac, ze
|<CAIB| = §, wyznacz miare kata AC B. Uporzadkuj etapy rozwiazania.

Uwzgledniajac, ze o + B = 360° — 24, otrzymujemy

|<<TACB| =180° — (a+ 8) = 2§ — 180°. v
Stosujac twierdzenie o sumie katéw w tréjkacie ABI, otrzymujemy R
@18 5=180". v
Oznaczmy katy przy wierzchotkach A i B odpowiednio |[<BAC| = ai N
|<ABC| = B. v
Stosujac twierdzenie o sumie katéw w tréjkacie ABC, otrzymujemy N
a+ B+ |<ACB| = 180°. v
Po przeksztatceniu uzyskujemy, ze a + 8 = 360° — 2. =



Cwiczenie 8 @

Udowodnij, ze w tréjkacie, w ktérym jeden z katéw ma miare 120° spodki dwusiecznych sa
wierzchotkami trojkata prostokatnego.




Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy w trojkacie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

2. rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dlugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego
lezy dtuzszy bok;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» udawadnia twierdzenia o sumie katow w trojkacie,

e wyznacza sume miar katow wewnetrznych i zewnetrznych w wielokacie,

» wyznacza miary katow w pewnej grupie, charakterystycznych trojkatow,
 stosuje poznane fakty i twierdzenia do rozwigzywania zadan geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:



» metoda tekstu przewodniego
e metoda myszy i kota
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e Nauczyciel wprowadza uczniow w temat lekcji: Kgty w trojkacie.
» Nastepnie uczniowie tworza mapy mysli zawierajgca klasyfikacje trojkatow.
» Nauczyciel podaje cele lekcji, a uczniowie proponujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie
z przyktadami przedstawionymi w prezentacji multimedialne;.

» Nastepnie metoda kot i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz
si¢”. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po
dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyta sie
dalej - role uczniow odwracaja sie i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
« Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

e Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 11 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesylajg je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:



» Trojkatyiich wlasnosci
o Wilasnosci i rodzaje trojkatow

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy na temat ,, Kgty w tréjkacie”
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