Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac
z definicji Heinego?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac

z definicji Heinego?

S

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Definicja Heinego granicy funkcji w punkcie opiera si¢ o pojecie granicy ciggu
nieskonczonego. Dlatego definicja ta moze by¢ uzyta do obliczania granic pewnych funkcji
w oparciu o twierdzenie o arytmetyce granic ciggow zbieznych. Temat ten poSwigcimy
przedstawieniu przyktadow obliczania granic funkcji w oparciu o definicje Heinego.

Twoje cele

e Obliczysz granice wielomianow w punkcie, korzystajac z definicji granicy wedtug
Heinego.

e Obliczysz granice funkcji wymiernych w punkcie, korzystajac z definicji granicy
wedlug Heinego.

» Obliczysz granice innych funkcji elementarnych, korzystajac z definicji granicy
wedlug Heinego.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnijmy sobie definicje granicy funkcji w punkcie wedlug Heinego.
Niech f : Dy — R oznacza funkcje, ktorej dziedzing jest zbior Dy C R. Liczbe g € R
nazywamy granicg funkji f wedtug Heinego w punkcie zy € R, jesli dla dowolnego ciggu
argumentow funkcji f o wyrazach roéznych od z( oraz zbieznego do x, cigg wartosci f(x,,)
jes zbiezny do liczby g.

Granica wielomianu w punkcie
Przyktad 1

Obliczymy granice wielomianu W (z) = z3 — 2% + 3z — 2 w punkcie g = 2. W tym celu
bierzemy dowolny ciag argumentow (z,,) wielomianu W zbiezny do liczby 2, ktérego
wyrazy s rozne od 2. Obliczymy granice ciggu wartosci (W (zx,,)). Mamy

lim W(z,) = lim (23 — 22 + 3z, — 2).

n—-+00 n—-+00

Korzystajgc z twierdzenia o iloczynie granic ciggow zbieznych oraz faktu, ze
limy, 400 Tn = 2 otrzymujemy kolejno

L4 limn%+oo(3mn) — 3 ° 1imn—)+oo In = 3 ° 2 — 6.

Z powyzszych rownosci oraz z twierdzenia o sumie i réznicy granic ciggow zbieznych
mamy ostatecznie

limp, oo W(@n) = limn 400 (2) — 2 + 32, —2) =8 —-4+6 —2=38.

Z dowolnosci wyboru ciagu (z,,) zbieznego do 2, otrzymujemy

lim, ,» W(z) = 8.

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie granica wielomianu W (z) w punkcie 2 jest rowna
wartos$ci tego wialomianu w tym punkcie. Okazuje sig, ze nie jest to przypadek i wtasnos¢
ta jest prawdziwa dla granicy dowolnego wielomainu w dowolnym punkcie. Mozemy to
sformutowac nastepujaco

Wiasno$é: Granica wielomianu w punkcie
Jezeli W : R — R jest wielomianem stopnian € N oraz g € R, to

lim,_,, W(z) = W(x).



javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Dowod powyzszej wiasno$ci opiera sie na wykorzystaniu twierdzenia o arytmetyce granic
ciggow zbieznych i przebiega analogicznie do sposobu w jaki obliczyliSmy granice
w przyktadzie 1.

Ciekawostka

Wielomiany nie sg jedynymi funkcjami o powyzszej wtasnosci. Funkcje, ktore posiadajg
granice w punkcie xo rowng f(zg) (tzn. rowng wartoéci funkcji w tym punkcie)
nazywamy funkcjami ciggtymi w punkcie zy.

Przyktad 2
Obliczymy granice
lim, . » W(z),
gdzie
W(z) = z* + 22% — 3z — 5.
Na mocy powyzszej wiasnosci

lim, ,_» W(z) = W(-2) =16 —16+6 —5 = 1.

Granica funkcji wymiernej w punkcie

Przyktad 3

Obliczymy granice funkcji f(z) = % w punkcie zy = 1. Zgodnie z definicja

Heinego wezmy dowolny cigg argumentow (zy) funkcji f zbiezny do 1, ktérego wyrazy
sg rozne od 1. Obliczymy granice ciggu wartosci f(zy). Z twierdzenia o iloczynie granic
ciggow zbieznych oraz faktu, ze limy, o » = 1 mamy kolejno

o limy, 10022 = limy 4100 (zp-xn)=1-1=1,
° limn*>+oo(3$n) == 31imn*>+oo(wn) =3-1=23.

Stad oraz z twierdzenia o sumie i réznicy ciggow zbieznych
limn oo (75 +32n —4) =1+3 -4 =0.
Poniewaz
lim, . (2, +2)=lim, ,, oz, +2=1+2=3,

wiec z twierdzenia o ilorazie ciaggow zbieznych otrzymujemy ostatecznie

. . z2+3z,—4 0
hmn%ﬂx} f(a:n) = hmn%%}o nwnT = 3 = 0.
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Poniewaz ciag (z,) byt dowolnym ciaggiem argumentéw zbieznym do 1 wiec z definicji
Heinego granicy funkcji w punkcie

Punkt w ktorym obliczamy granice funkciji, nie musi nalezec do dziedziny tej funkciji.
Spojrzmy na kolejny przykiad.

Przyktad 4

Obliczymy granice funkcji f(z) = ””2;—&_6 w punkcie ¢y = —3, ktory nie nalezy do
dziedziny tej funkcji. Wezmy dowolny cigg argumentow (zy,,) funkcji f zbiezny do (—3).
Z faktu, ze jest to cigg argumentow wynika wprost, ze wyrazy tego ciggu sg rozne od

(—3). Wyznaczymy pierwiastki licznika funkcji f. Poniewaz A = 1 + 24 = 25, wiec

1 -1
T = 252—3,232:T+5=2.

Licznik funkcji f mozemy zatem zapisa¢ w postaci iloczynowe;j

2+ —6=(z+3)(z—2).

Stad
x2+x,—6 (20 +3)(zn—2)
Poniewaz lim,, , ., x, = —3, wiec
lim, ,., o f(x,) =lim, ,,o(z, —2) = -3 -2 = —5.

Z definicji Heinego granicy fumkcji w punkcie wynika zatem, ze

limwﬁ,g f(a:) = —5.

Granice innych typow funkcji w punkcie
Prawdziwa jest ponizsza wtasnosc.
Wiasnos¢: Granica ciagu /z,,

Jezeli cigg (x,,) jest zbiezny do granicy g € (0, 4+00) oraz z,, > 0 dlakazdegon € N, to
woweczas ciag (/%) jest zbezny do granicy /g.

Powyzszg wlasnos¢ mozna uogo6lni¢ na pierwiastek stopnia trzeciego

Wiasnos¢: Granica ciggu </ z,,
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Jezeli ciag (z,,) jest zbiezny do granicy g € R, to wowczas ciag (/z,,) jest zbezny do
granicy /g.

Ciekawostka

Powyzsze wlasnosci mozemy uogolni¢ na pierwiastki dowolnych stopni pamietajac, ze
pierwiastki stopni parzystych mozemy obliczy¢ jedynie dla liczb wigkszych lub rownych
zero a pierwiastki stopni nieparzystych mozemy obliczy¢ dla kazdejliczby rzeczywiste;.

Przyktad 5

Obliczymy granice funkcji f(z) = %;—_9 w punkcie zy = —1, korzystajac z definicji

Heinego. Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R \ {—3, 3}. WezZmy dowolny ciag
argumentow () funkcji f zbiezny do (—1), ktérego wszystkie wyrazy sa rozne od (—1).
Stad i z twierdzenia o arytmetyce granic ciaggéw zbieznych otrzymujemy

limn 100 (zp — 9) = limp s o0(@n - 2n) —9=1-9= -8
Zatem
limy, s oo /22—9 = /=8 = —2.
Ostatecznie z twierdzenia o granicy ilorazu ciggdw zbieznych mamy
limy, 400 f(2n) = limy 400 ﬁ = % = 3.

Poniewaz cigg wartosSci funkcji jest zbiezny do tej samej granicy niezaleznie od wyboru
ciggu (z,), wiec na mocy definicji granicy Heinego funkcji w punkcie otrzymujemy, ze

. 6
lim, , 1 T = 3.

Stownik
ciagg argumentow funkcji

Ciag (x,,) ktorego wszystkie wyrazy nalezg do dziedziny funkciji £, tzn. ciag spetniajacy
warunek

\V/;pean € Df
ciag wartosci funkciji

Jezeli ciag (x,,) jest ciagiem argumentow funkcji f : Dy — R, to ciag (f(z,)) nazywamy
ciggiem wartoSci funkciji f.
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Animacja

Polecenie 1

Na ponizszej animacji pokazano, w jaki sposéb mozna obliczy¢ granice funkcji, korzystajac
z definicji wedtug Heinego. Zapoznaj sie z przedstawionymi w niej przyktadami, a nastepnie
wykonaj zamieszczone ponizej polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DICLIM9Eg

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej obliczania granicy z definicji Heinego.

Polecenie 2

Korzystajac z definicji Heinego, oblicz granice

: z+3
lim,, 5 95,

Polecenie 3

Korzystajac z definicji Heinego wykaz, ze funkcja f(x) = cos(#) nie posiada granicy

w punkcie g = .


https://zpe.gov.pl/a/D1CLIM9Eg

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

lim (a:5 — 4z + 522 + 2) =

z——1

O 4
O 10
O 12

O 2

Cwiczenie 2

Wskaz prawdziwe réwnosci.

0 lim(a:Q—f—as—l):%

1
.’13—>2

0 lin%(3x—1)=%

:L’—)i

0] lim(a:2—|—1)=%




Cwiczenie 3

Przenie$ w puste pola wtasciwe liczby.
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Cwiczenie 4

: 3z+1
111’11 4z—1
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Cwiczenie 5

Przenie$ w puste pola wtasciwe liczby.

Cwiczenie 6
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Cwiczenie 7
Uporzadkuj podane granice rosngco wedtug ich wartosci.

lim =—%—
r—2 2z-3

lim (mz + 4z + 1)

r——2

lim 3z=L
r——3 l-z

lim (a:3 + 22 — 3)

rz—1

. 41—z
mlin—ll z?+1

Cwiczenie 8

Wskaz funkcje, ktérych granice w punkcie £y = 1 sg rowne 0.
() fl@) = Va*+1
() fla) = Va+7 -2

() flz)=Vz—9+2

O

O

O

214

214



Cwiczenie 9

Potacz w pary granice z poprawnymi wynikami.

z+5
11—z

lim
z—3

lim vz—6
r——2

lim (42° — 3z — 1)

3
112*>4

o Vrtl
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lim1 Vat + 322 — 4z + 1
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Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski
Przedmiot: Matematyka
Temat: Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac z definicji Heinego?
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.
Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice wielomianow w punkcie korzystajac z definicji granicy wedtug
Heinego,

 oblicza granice funkcji wymiernych w punkcie korzystajac z definicji granicy wedtug
Heinego,

 analizuje inne funkcje elementarne i oblicza ich granice wykorzystujac definicje
wedtug Heinego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» wyktad;



dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac

z definicji Heinego?” oraz cele zaje¢, omawiajgc lub ustalajgc razem z uczniami kryteria
sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na

ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”.

Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tre$¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr

1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza

poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam/tem sie jak...”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Przykiady ciggdéw zbieznych
Wskazowki metodyczne:

» Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac z definiciji
Heinego?”


https://epodreczniki.pl/a/przyklady-ciagow-zbieznych/DeZR089i7

