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Reguta wtaczen i wytaczen

Zrédto: Michiel Annaert, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W praktyce szkolnejrozwigzanie ztozonego zadania z kombinatoryki polega zazwyczaj na
stosowaniu reguly dodawania oraz reguly mnozenia.

Postepujac wedtug tej strategii dzielimy zadany problem na rozigczne przypadki,

a w kazdym z nich zliczanie wynikow rozpatrywanego doswiadczenia losowego
przeprowadzamy w kolejnych etapach. Tym sposobem unikamy btedéw spowodowanych
np. wielokrotnym zliczaniem tego samego wyniku.

Pokazemy, ze w pewnych sytuacjach w obliczeniach kombinatorycznych mozna i warto
zastosowac metode, ktorej sposob uzycia okresla reguta nazywana zasadg wlaczen

i wylaczen.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetno$¢ postugiwania si¢ twierdzeniem o liczbie
elementow sumy 2 zbiorow oraz o liczbie elementoéw sumy 3 zbiorow.

e Poznasz twierdzenie o liczbie elementow sumy 4 zbiorow, jego dowod oraz
zastosowania w przykladowych zadaniach.

e Znajomo$¢ powyzszych twierdzen pozwoli Ci zrozumiec, jak dziata zasada wigczen
iwylaczen w przypadku sumy zbioroéw o liczbie sktadnikow wiekszejod 4.

o Poznasz wzor (wraz z dowodem), opisujacy jak stosowac zasade wiaczen i wylaczen
w og0lnym przypadku.




» Nauczysz sie, jak wykorzysta¢ zasade wigczen i wylagczen do obliczenia, ile jest wsrod
liczb mniejszych od ustalonej dodatniejliczby catkowitejn takich liczb, ktore sg
wzglednie pierwsze z n.

» Nauczysz sie¢ rowniez, jak wykorzystac¢ zasade wigczen i wylaczer do obliczenia, ile
sposrod permutacji zbioru n—elementowego to tzw. nieporzadki.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach bedziemy korzystali z zaleznosci opisujacejliczbe elementow
sumy pewnych zbioréow. Podchodzac do tego zadania w ogélnym przypadku bedziemy
zakladali, ze zbiory skladajace sie na takg sume nie muszg by¢ roztaczne.

Przypomnijmy na poczatku twierdzenie o liczbie elementow sumy dwoch zbiorow.

Twierdzenie: o liczbie elementéw sumy dwéch zbioréw skonczonych

Dla dowolnych dwéch zbiorow skonczonych A oraz B prawdziwa jest rowno$¢:
|AU B| = |A| +|B| — |AN B

Przyktad 1

a) Rozpatrzmy zbior A majacy milion elementow, ktorymi sg dodatnie liczby catkowite od
1 do 1000000.

Obliczymy, ile sposrod elementow tego zbioru to liczby, ktére dadza si¢ zapisa¢ w postaci
kwadratu liczby naturalnejlub w postaci sze$cianu liczby naturalne;j.

Rozwigzanie
Oznaczmy:

o przez A, - zbior tych elementéw A, ktore dadzg sie zapisa¢ w postaci kwadratu
liczby naturalne;j,

o przez As - zbidr tych elementow A, ktore dadza si¢ zapisa¢ w postaci sze$cianu
liczby naturalne;j.

Zauwazmy, ze:

e liczba n nalezy do zbioru A, wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia warunek
1 =1%<n =k?* < 1000000 = 1000% Stad k = 1,2, 3, ..., 1000 a wiec | A;| = 1000;

e liczba m nalezy do zbioru A3 wtedy i tylko wtedy, gdy speinia warunek
1=13<m=1[<1000000 = 1003.Stad I = 1,2, 3, ...,100, a wiec | Ay| = 100;

e liczba p nalezy do zbioru A, N Az wtedy i tylko wtedy, gdy jest szosta potegg liczby
naturalnej, czyli gdy spetnia warunek 1 = 1% < p = ¢® < 1000000 = 10°. Stad ¢ = 1,
2,3,...,10,awiec |4y N A3| = 10.

Korzystajgc z twierdzenia o liczbie elementow sumy dwoch zbioréw otrzymujemy zatem
| Ay U Az| = |As| + |A3| — |As N A3 = 1000 4 100 — 10 = 1090.




Ogolem jest wiec 1090 elementéw zbioru A, ktore dadzg sie zapisa¢ w postaci kwadratu
liczby naturalnejlub w postaci szeScianu liczby naturalne;.

b) Rzucamy cztery razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Obliczymy ile jest takich
wynikow tego doswiadczenia, ze najwickszg wyrzucona liczbg oczek jest 6 i najmniejsza
jest 2.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy wszystkie wyniki czterokrotnego rzutu kostkg sze$cienng, w ktorych ani
razu nie wypadta liczba oczek réwna 1. Wtedy kazdy wynik tego doswiadczenia mozna
zapisa¢ jako 4-elementowy ciag (wy, wa, w3, wy), gdzie wy, ws, w3, wy € {2,3,4,5,6}.
Zatem wszystkich takich wynikow jest tyle, ile jest 4-elementowych wariacji

z powtorzeniami zbioru 5-elementowego, czyli 5°.

Mamy obliczy¢, ile jest ciagow (wy, ws, w3, wy), w ktorych najwiekszy element to 6
i najmniejszy element to 2, co oznacza, ze w takim ciggu kazdy sposrod elementow ze
zbioru {2, 6} ma wystgpi¢ co najmniej raz.

Obliczymy, ile wsrod rozpatrywanych ciggow jest takich, ktore nie spelniaja tego
warunku.
Oznaczmy w tym celu:

o przez A - zbior tych ciagow, w ktorych nie wystepuje liczba 6 (wtedy najwieksza
wyrzucona liczba oczek jest mniejsza od 6),

e przez B - zbior tych ciggow, w ktorych nie wystepuje liczba 2 (wtedy najmniejsza
wyrzucona liczba oczek jest wigksza od 2).

Wynika stad, ze:
o |A| = 4* (tyle jest ciagow, w ktorych zapisie mogg wystapié¢ jedynie liczby 2, 3, 4, 5),
o |B| = 4* (tyle jest ciaggow, w ktorych zapisie moga wystapi¢ jedynie liczby 3, 4, 5, 6)

o |AN B| = 3*(tyle jest ciggdéw, w ktoérych zapisie mogg wystapi¢ jedynie liczby 3, 4, 5
)-

Zatem takich wsrod rozpatrywanych ciggow, w ktorych nie wystepuje liczba 6 lub nie
wystepuje liczba 2 jest tyle, ile jest elementéw zbioru A U B.

Korzystajgc ze wzoru na liczbe elementéw sumy dwoch zbiorow otrzymujemy zatem, ze
|AUB| = |A|+|B| — |AN B| = 4* 4+ 4* — 3%,

Oznacza to, ze ciaggow (wq, we, w3, wy), w ktorych najwiekszy element to 6 i najmniejszy
element to 2 jest

5% — (4" +4* — 3%) = 625 — (256 + 256 — 81) = 194.


javascript:void(0);

Wobec tego sa 194 wyniki 4-krotnego rzutu kostka, w ktorych najwiekszg liczba
wyrzuconych oczek jest 6 i najmniejszg liczba wyrzuconych oczek jest 2.

Uwaga. Wszystkie wyniki 4-krotnego rzutu kostka, ktore spetniajg warunki zadania
mozna podzieli¢ na sze$¢ roztacznych przypadkow:

1. doktadnie raz wypadly 2 oczka i doktadnie raz wypadto 6 oczek, a w pozostatych
dwoch rzutach wypadaly liczby oczek rowne 3, 4 lub 5,

2. doktadnie dwa razy wypadly 2 oczka i doktadnie raz wypadto 6 oczek,
a w pozostatym rzucie wypadata liczba oczek rowna 3, 4 lub 5,

3. doktadnie dwa razy wypadto 6 oczek i doktadnie raz wypadtly 2 oczka,
a w pozostatym rzucie wypadata liczba oczek réwna 3, 4 lub 5,

4. doktadnie dwa razy wypadly 2 oczka i doktadnie dwa razy wypadto 6 oczek,
5. dokladnie trzy razy wypadto 6 oczek i dokladnie raz wypadty 2 oczka,
6. doktadnie trzy razy wypadty 2 oczka i doktadnie raz wypadto 6 oczek.

W kazdym z przypadkow liczbe mozliwoSci obliczamy stosujgc regute mnozenia,
a nastepnie - stosujgc regute dodawania - obliczamy liczbe wszystkich mozliwoSci.
Otrzymujemy tym sposobem, ze jest ich
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W kolejnym przyktadzie skorzystamy z poznanego twierdzenia o liczbie elementow sumy
trzech zbiorow.

Twierdzenie: o liczbie elementéw sumy trzech zbioréw skoriczonych
Dla dowolnych trzech zbioréw skonczonych A, B oraz C prawdziwa jest rownos$¢:
|JAUBUC| =
=|A|+ |B|+|C|-(|[ANnB|+ |BNC|+|ANC|)+|ANCnNB|
Przyktad 2

Rozpatrujemy wszystkie pieciocyfrowe liczby naturalne, w ktorych zapisie dziesietnym
wystepuja jedynie cyfry 1, 2, 3,4, 5,6, 7.

Obliczymy, ile jest wérod nich takich liczb, ktore majg cyfre parzysta na pierwszym lub na
drugim, lub na trzecim miejscu zapisu dziesi¢tnego.

Rozwigzanie
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Oznaczmy:

o przez A; - zbidr tych liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na pierwszym
miejscu zapisu dziesietnego,

o przez A, - zbidr tych liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na drugim miejscu
zapisu dziesigtnego,

o przez Ag - zbidr tych liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na trzecim miejscu
zapisu dziesig¢tnego.

Wtedy:

|Ay| = 3 - 7% (tyle jest liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na pierwszym miejscu
zapisu dziesigetnego),

| Ay| = 3 - 7% (tyle jest liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na drugim miejscu zapisu
dziesietnego),

| As| = 3 - 7% (tyle jest liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na trzecim miejscu
zapisu dziesig¢tnego),

|A; N Ay| = 3% - 73 (tyle jest liczb, w ktorych cyfra parzysta wystepuje na pierwszym i na
drugim miejscu zapisu dziesi¢tnego),

|A; N As| = 3% - 73 (tyle jest liczb, w ktérych cyfra parzysta wystepuje na pierwszym i na
trzecim miejscu zapisu dziesi¢tnego),

| Ay N As| = 3% - 73 (tyle jest liczb, w ktérych cyfra parzysta wystepuje na drugim i na
trzecim miejscu zapisu dziesigetnego),

|A; N Ay N As| = 3% - 72 (tyle jest liczb, w ktérych cyfra parzysta wystepuje na pierwszym
i na drugim, i na trzecim miejscu zapisu dziesi¢tnego).

Korzystajac ze wzoru na liczbe elementoéw sumy trzech zbiorow otrzymujemy zatem, ze
A1 U Ay U As| =

= |A1| + |Az| + [As] — (A1 N Az + |41 N As| + |42 N A3])+
+AiNANAs=3-31.7-3.32.73 43872 =

= 21609-9261 + 1323 = 13671.

Jest zatem 13671 szukanych liczb.

Uwaga 1. Zbior wszystkich liczb 5-cyfrowych, ktore spetniajg warunki zadania mozna
podzieli¢ na trzy roztaczne podzbiory:

« tych liczb, w ktorych na doktadnie jednym z poczatkowych trzech miejsc zapisano
3
cyfre parzystg (jest ich ogotem (1> - 3-4%.7?),



 tych liczb, w ktorych na doktadnie dwoch sposrod poczatkowych trzech miejsc

3
zapisano cyfre parzysta (jest ich ogotem (2) 32.4-7%,

 tych liczb, w ktorych na kazdym z trzech poczgtkowych miejsc zapisano cyfre
3
parzysta (jest ich ogotem <3> - 33.72),

Korzystajgc z reguty dodawania obliczamy liczbe wszystkich mozliwoSci:

(i’)-31-42-72+<2>-32-41-72+(§)-33-72:13671.

Uwaga 2. Mozna tez od razu zauwazy¢, ze jesli rozpatrywana liczba pieciocyfrowa nie
spelnia warunkéw zadania, to na kazdym z poczatkowych trzech miejsc zapisu
dziesietnego ma cyfre nieparzysta. Oznacza to, ze wszystkich takich liczb jest 4% - 72.
Poniewaz wszystkich pieciocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesigtnym
wystepuja jedynie cyfry 1,2, 3,4, 5, 6, 7 jest 7°, wiec liczb spetniajacych warunki zadania
jest 7> — 43 .77 =17*. (77 — 4%) = 13671.

Przyktad 3

W pudetku znajduja si¢ trzy kule ponumerowane od 1 do 3. Losujemy z tego pudetka piec
razy po jednej kuli, przy czym za kazdym razem wrzucamy wylosowang kule z powrotem
do pudelka.

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow takiego losowania, w ktorych kazdg z mozliwych
do wylosowania kul wylosowano co najmniej raz.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kazdy wynik losowania opisanego w treSci zadania mozna zapisac jako 5-
elementowy ciag (w1, wa, w3, w4, ws), gdzie w1, wa, w3, ws, ws € {1,2,3}.
Zatem wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia jest 3°.

Mamy obliczy¢, ile jest ciggow (w1, w2, w3, wa, ws), w ktorych kazdy sposrod elementow
zbioru {1, 2, 3} wystapit co najmniej raz.

Obliczymy, ile jest takich wynikow losowania, ktore nie spelniaja tego warunku. W tym
celu oznaczmy:

» przez A; - zbior tych ciggéw, w ktorych nie wystepuje liczba 1,
» przez As - zbior tych ciggéw, w ktorych nie wystepuje liczba 2,

o przez As - zbidr tych ciggdéw, w ktérych nie wystepuje liczba 3.
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Wynika stad, ze:

|A;| = |Ay| = |As| = 2° (tyle jest ciagow, w ktorych zapisie moga wystapi¢ doktadnie
dwa sposrod trzech dopuszczalnych numerow: albo tylko 2 lub 3, albo tylko 1 lub 3, albo
tylko 1 lub 2),

|A; N Ay| = |A; N As| = | Ay N As| = 1° (tyle jest ciggdw, w ktorych zapisie moze
wystapic¢ tylko jedna z dopuszczalnych liczb: albo tylko 1, albo tylko 2, albo tylko 3),
‘A10A2QA3| =0

(nie ma takiego ciaggu, w ktorym nie wystgpi ani 1, ani 2, ani 3).

Wynikow losowania, w ktorych nie wystepuje liczba 1 lub nie wystepuje liczba 2, lub nie
wystepuje liczba 3 jest tyle, ile jest elementéw zbioru A; U Ay U Ajs.

Korzystajgc z zasady wigczen i wylgczen otrzymujemy zatem, ze

| A1 U Ay U Ag| =

= [Aq| + [Ag| + [As] — (JAL N Ag| + |A; N As| + [Ax N A3])+
+H AN Ay N A3 =3-2°-3-1°+0 =93,

Oznacza to, ze ciggow (wy, we, w3, wy, ws), w ktorych kazda z liczb 1, 2, 3 wystgpita co
najmniej raz jest

3> — (3-2°-3-1° +0) = 243 — 93 = 150.

Zatem jest 150 wynikow losowania opisanego warunkami zadania.

Wykazemy teraz, ze istnieje zaleznos¢ opisujaca liczbe elementow sumy dowolnych
czterech zbiorow skonczonych.

Twierdzenie: o liczbie elementéw sumy czterech zbioréow skorniczonych
Dla dowolnych czterech zbioréw skonczonych A, B, C oraz D prawdziwa jest rownosc:
|JAUBUCUD| = |A|+ |B|+|C|+ |D|+
—(JANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+ |BND|+|CND|)+
+(|[ANnBNC|+|ANnBND|+|ANCND|+|BNCnND|)+
—AnBNCND

Dowad

Dla dowodu wystarczy pokazac, ze dowolny element sumy A U B U C' U D zostal po
prawej stronie policzony doktadnie raz.
Rozpatrzmy wiec cztery roztaczne przypadki.

(1) Wezmy pod uwage taki element x, ktory nalezy do doktadnie jednego ze zbiorow A,
B,C'lub D.




Wtedy:
o do wartosci sumy |A| + |B| + |C| + |D| wnosi on doktadnie 1,

e nic nie wnosi do warto$ci sumy
|ANB|+|ANC|+|AND|+|BNC|+ |BND|+|CND|

e nic nie wnosi do warto$ci sumy
|IANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCNDj

e nic nie wnosi do wartosci wyrazenia |[AN BN C N D).
Zatem taki element x zostat policzony doktadnie raz.

(2) Wezmy pod uwage taki element y, ktory nalezy do doktadnie dwoch zbiorow sposrod
A, B,C,D.
Wtedy:

 dowartosci sumy |A| + |B| + |C| + | D| wnosi on 2,

do wartoéci sumy |[ANB|+ |[ANC|+|AND|+ |BNC|+|BNnD|+|CND
wnosi on 1,

nic nie wnosi do wartosci sumy
I ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCNDj,

* nic nie wnosi do wartosci wyrazenia |[AN BN C N D|.

Zatem taki element do wyrazenia po prawej stronie wnosi wartos¢ 2 —1 =1, czyli y
zostal policzony doktadnie raz.

(3) Wezmy pod uwage taki element z, ktory nalezy do doktadnie trzech zbioréw sposrod
A, B,C,D.
Wtedy:

o do wartosci sumy |A| + |B| + |C| + |D| wnosi on 3,

o dowartoécisumy |ANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+|BND|+|CnND|
wnosi on 3,

e dowartoscisumy [ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|wnosi
onl,

e nic nie wnosi do wartosci wyrazenia |[AN BN C N D).

Zatem taki element do wyrazenia po prawej stronie wnosi warto$¢ 3 —3 +1 =1, czyli 2
zostal policzony doktadnie raz.



(4) Wezmy pod uwage taki element ¢, ktory nalezy do kazdego z czterech zbioréw
sposrod A, B, C, D.
Wtedy:

« dowartosci sumy |A| + |B| + |C| + |D| wnosi on 4,

« dowartoécisumy |ANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+|BND|+|CnN D
wnosi on 6,

e dowartosci sumy [ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|wnosi
on 4,

 do wartosci wyrazenia |A N BN C N D| element ¢t wnosi 1.

Zatem taki element do wyrazenia po prawej stronie wnosi warto$¢ 4 — 6 +4 — 1 =1,
czyli t rowniez zostal policzony doktadnie raz.

W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Przyktad 4

a) Rozpatrzmy wszystkie czterocyfrowe liczby naturalne. Obliczymy, ile jest wsrod nich
takich liczb, ktore nie dzielg sie ani przez 2, ani przez 3, ani przez 4, ani przez 5.

Rozwigzanie

Zaczynamy od ustalenia, ze czterocyfrowych liczb naturalnych jest 9000.
Nastepnie obliczymy, ile jest takich liczb czterocyfrowych, ktore nie speiniaja zadanego
warunku.

W tym celu oznaczmy:
« przez A - zbior czterocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 2,
e przez B - zbior czterocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 3,
o przez C - zbior czterocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 4,
e przez D - zbior czterocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 5.

Korzystajgc z reguty rownolicznoSci obliczamy, Ze:

|A| = & - 9000 = 4500,
|B| = + - 9000 = 3000,
|C| = 1 - 9000 = 2250,
|D| = + - 9000 = 1800,

|AN B| = % -9000 = 1500,
|ANC| = |C| = 2250,
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|AN D| = 55 - 9000 = 900,
BN C| = +5 - 9000 = 750,
/BN D| = 1= - 9000 = 600,
|C N D| = 5 - 9000 = 450,

IANBNC|=|BNC| =150,
|AN BN D| = <5 -9000 = 300,
|ANCND|=|CnND| = 450,
|IBNC N D| = 45 -9000 = 150,
|JANBNCND|=|BNCND|=150.

Czterocyfrowych liczb naturalnych, ktore dzielg si¢ przez 2 lub przez 3 lub przez 4 lub
przez 5 jest tyle, ile jest elementéw zbioru AU BU C' U D.

Korzystajac ze wzoru na sume czterech zbioréw skonczonych otrzymujemy zatem, ze
|AUBUCUD| =|A|+|B|+|C|+ |D|+

—(|JANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+ |BND|+|CND|)+
+(|[ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+ |BNCND|)+
—|AN BN CnND|= 4500+ 3000 + 2250 + 1800+

— (1500 + 2250 4 900 + 750 + 600 + 450)+
+(750 4 300 + 450 + 150) — 150 = 6600.

Oznacza to, ze czterocyfrowych liczb naturalnych, ktore nie dziela si¢ ani przez 2, ani
przez 3, ani przez 4, ani przez 5 jest 9000- 6600 = 2400.

Uwaga. Rozpatrujac wszystkie reszty z dzielenia przez liczbe 60 (jest to najmniejsza
wspolna wielokrotnos$c liczb 2, 3, 4 oraz 5), stwierdzimy, ze wérdd nich jest doktadnie 16
reszt wzglednie pierwszych z kazdg z liczb 2, 3, 4 oraz 5. Stad na podstawie reguly
rownolicznosSci wnioskujemy, ze czterocyfrowych liczb naturalnych, ktore nie dzielg sie
ani przez 2, ani przez 3, ani przez 4, ani przez 5 jest % - 9000 = 2400.

b) Rozpatrzmy wszystkie permutacje szescioelementowego zbioru {1,2,3,4,5,6}.
Obliczymy, ile sposrod tych permutacji speinia nastepujacy warunek: wsrod dowolnych
trzech kolejnych wyrazéw permutacji nie ma takiej trojki, ktora jest zapisana w porzadku

rosnacym.
Rozwigzanie

Kazda permutacije sze$cioelementowego zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6} mozna zapisa¢ w postaci

(z1, T2, T3, T4, T5, T6)-
Wszystkich takich permutacii jest 6! = 720.
Mamy obliczy¢, ile sposrod tych permutacji speinia nastepujgcy warunek: wsrod
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dowolnych trzech kolejnych wyrazow permutacji nie ma takiej trojki, ktora jest zapisana
w porzadku rosnacym.

Najpierw obliczymy, ile jest takich ciggow, ktore nie spelniaja tego warunku.
W tym celu oznaczmy:

o przez A - zbior tych permutacji, w ktorych pierwsze trzy wyrazy sa zapisane
w porzadku rosngcym,

e przez B - zbior tych permutacji, w ktorych wyrazy drugi, trzeci i czwarty sg
zapisane w porzadku rosngcym,

o przez C - zbior tych permutacji, w ktorych wyrazy trzeci, czwarty i piaty sa zapisane
w porzadku rosngcym,

e przez D - zbidr tych permutacji, w ktorych wyrazy czwarty, pigty i szosty sg zapisane
w porzadku rosnacym.

Zauwazmy, ze:

6
« poniewaz trzy liczby ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5,6} mozemy wybra¢ na (3) =20

sposobow, nastepnie zapisac je w permutacji w porzadku rosngcym na ustalonych
trzech miejscach mozna tylko na jeden sposob, a uzupetnic¢ pozostate trzy miejsca
w ciggu mozna na 3! = 6 sposobow, wiec

|A| = |B| = |C| = |D| = (2)-3!:20-6:120;

6
 poniewaz trzy liczby ze zbioru {1, 2, 3,4, 5,6} mozemy wybra¢ na (3) =20

sposobow, zapisac je w permutacji w porzadku rosngcym na ustalonych trzech
miejscach mozna tylko na jeden sposob, a liczby na pozostatych trzech miejscach
mozna ustawi¢ w porzadku rosngcym rowniez na jeden sposob, wiec

AN D| = (g) — 20:

6
« poniewaz cztery liczby ze zbioru {1, 2, 3,4,5, 6} mozemy wybra¢ na <4> =15

sposobow, zapisac je w permutacji na ustalonych czterech miejscach w porzadku
rosngcym mozna tylko na jeden sposob, a uzupetni¢ pozostate dwa miejsca w ciagu
mozna na 2! = 2 sposoby, wiec

IANB|=|BNC|=|CND|= (Z) .21 =15.2 = 30;
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6
« poniewaz pie¢ liczb ze zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6} mozemy wybra¢ na (5) =6

sposobow, zapisac je w permutacji na ustalonych pieciu miejscach w porzadku
rosngcym mozna tylko na jeden sposob, a rowniez na jeden sposdb mozna uzupenic
pozostate jedno miejsce w ciggu, wiec
6

|IANC|=|BND|=]|ANBNC|=|BNCND|= (5) = 6;

« poniewaz wszystkie liczby ze zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6} mozemy zapisaé w permutaciji
w porzadku rosngcym na jeden sposob, wiec
| ANBND|=|ANnCnND|=|ANnBNCND|=1.

Poniewaz wszystkich ciggow, w ktorych co najmniejjedna trojka kolejnych wyrazow jest
zapisana w porzadku rosngcym jest tyle, ile jest elementow zbioru A U B U C' U D, wigc
korzystajac ze wzoru na sume czterech zbioréw skonczonych otrzymujemy, ze
|AUBUCUD| = |A|+|B|+|C|+ |D|+

—(JANB|+|ANC|+ |AND|+ |BNC|+ |BND|+|CND|)+
+(JANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+ |BNCND|)+
—|ANBNCND|=4-120-(3-304+20+2-6)+(2-6+2-1)-1 =371

Zatem takich permutacji danego zbioru, ze wsrod ich dowolnych trzech kolejnych
wyrazow nie ma trojki zapisanej w porzadku rosngcym jest 720—371 = 349.

Podamy teraz wzor, ktory pozwala obliczac liczbe elementow sumy n zbioréow skonczonych
A, As, ... A

(w rozwigzaniach powyzszych przyktadow wzor ten wystgpit w szczegolnych przypadkach,
gdyn = 2,3, 4).

Twierdzenie: Zasada wtaczen i wytaczen
Dla dowolnych zbioréw skonczonych Ay, As, ..., A, prawdziwa jest rownos¢
AU Ay U ... UA,| = |A1] + |Asg|+. .. +]| A, |+
—(JA;1 N As| + [Ay N Az|+. .. +HALT N A+ .+ A1 N AL+
—(|A1 M Ay N Az + Ay N Ay M Ay|+.. . +|Ap o NA, 1N A+
o (=D)AL N AN NA,
Dowéd

W powyzszym wzorze zapisujemy:
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e zplusem - liczby elementow kazdego z pojedynczo rozpatrywanych zbiorow,

e zminusem - liczby elementow kazdego z mozliwych iloczynoéw par rozpatrywanych
zbiorow,

o zplusem - liczby elementow kazdego z mozliwych iloczynow tréjek rozpatrywanych
zbiorow,

e itd. az doiloczynu wszystkich zbioréw, przy czym dla kolejnej grupy znak plus
stawiamy wylgcznie wtedy, gdy zapisujemy iloczyny nieparzystej liczby
rozpatrywanych zbiorow, a znak minus - wylgcznie wtedy, gdy zapisujemy iloczyny
parzystej liczby rozpatrywanych zbiorow.

Dla dowodu wystarczy pokaza¢, ze dowolny element sumy 4; U AsU. .. UA,, zostal po
prawej stronie policzony doktadnie raz.

Wezmy taki element sumy rozpatrywanych zbiorow, ktory nalezy do doktadnie k sposrod
nich (1 <k < n).

Pokazemy, ze niezaleznie od wartosci k taki element zostal po prawej stronie wzoru
policzony doktadnie raz.

Zauwazmy, ze:

(1) element ten nie wystepuje w zadnym z iloczynéw rozpatrywanych zbioréw, w ktorym
zapisano wiecejniz k z nich,

(2) dla ustalonego 3, gdzie 1 < i < k, do wartosci sumy, w ktorej zapisane sg wszystkie

mozliwe iloczyny ¢ sposrod rozpatrywanych zbioréw wyr6zniony element wnosi ( ) .
?

W szczegolnosci ten element:

o dowartosci sumy |A;| 4 |As| + . .. + |An| (W ktorej wystepuja liczby elementow

k
kazdego z pojedynczo rozpatrywanych zbiorow) wnosi 1)

o dowartoéci sumy |A; N Ag| + [A1 N As|+...+HA1 N A, |+.. . +|A, 1 NA, | (W
ktorej wystepuja liczby elementéw kazdego z mozliwych iloczynow par

rozpatrywanych zbiorow) wnosi ( 2) ,

e do warto$ci sumy ‘Al N As N A3| + ’Al N As N A4| + ...+ |An_2 NA,—1N An’ (W
ktorej wystepuja liczby elementéw kazdego z mozliwych iloczynow trojek

k
rozpatrywanych zbioréw) wnosi doktadnie ( 3) ,



o dowartosci sumy |A; N AsN.. . NAg|+. ..+ A ki1 N Ay N .. NA,| (W ktorej
wystepuja liczby elementéw kazdego z mozliwych iloczynoéw k sposréd wszystkich

k
rozpatrywanych zbioréw) wnosi ( k) = 1.

Zatem liczba po prawej stronie wzoru jest rowna

BRONAMRERAR
s (- (0 (e )
o () (e ()-

=1-(1+4+(-1)'=1-0=1

To spostrzezenie konczy dowod.

Przyktad 5

a) Rozpatrzmy losowe rozmieszczenie 7 kul (ponumerowanych od 1 do 7) w 5 roznych
pudetkach (ponumerowanych od 1 do 5).

Na ile roznych sposobow mozna kule rozmiesci¢ tak, aby w kazdym pudeltku znalazia si¢
przynajmniejjedna z nich?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kazdy wynik losowania opisanego w tresci zadania mozna zapisac jako 7-
elementowy ciag (kq, k2, k3, k4, ks, kg, k7), przy czym przez k;, gdziei = 1,2, 3,4, 5,6, 7,
oznaczyliSmy numer pudetka do ktorego wpadta kula o numerze <.

Stad k; € {1,2,3,4,5}, a wiec wszystkich mozliwych rozmieszczen 7 réznych kul w 5
roznych pudetkach jest 57.

Mamy obliczy¢, ile jest takich ciagow (ky, ks, k3, k4, ks, kg, k7), w ktorych kazdy sposrod
elementow ze zbioru {1, 2, 3,4, 5} wystapi co najmniej raz.

Obliczymy, ile jest takich wynikow losowania, ktore nie speiniajg tego warunku. W tym
celu oznaczmy:

» przez A; - zbiodr tych ciggdw, w ktorych nie wystepuje liczba 1,

» przez A, - zbidr tych ciggdéw, w ktorych nie wystepuje liczba 2,

przez Ag - zbior tych ciaggow, w ktorych nie wystepuje liczba 3,

przez Ay - zbior tych ciaggow, w ktorych nie wystepuje liczba 4,

przez As - zbior tych ciggow, w ktorych nie wystepuje liczba 5.



Wobec tego wszystkich ciggow, w ktorych nie wystepuje co najmniejjedna z liczb 1, 2, 3,
4,5 jest tyle, ile jest elementéw zbioru A; U Ay U A3 U Ay U As.

Poniewaz:

[A1| = |As| = |As| = |Ay| = | 45| = 4

‘Al ﬂA2\ =+ |A1 ﬂA3‘ + |A1 ﬂA4| + ’Al ﬂA5’—|—+‘A4 ﬂA5’ = 37

|Ay N Ay N As| 4+ |Ay N Ay N Ayl +. .. +|A3 N Ay N As| = 27

Ay N Ay N A3 N Ayl + AN Ay N A3 N Ag|+. .. +HAs N A3 N AyN Ag| =17

‘A10A2ﬂA3ﬁA40A5‘ :0
(zbior Ay N Ay N A3 N Ay N Ajs jest, oczywiscie, pusty),

wiec korzystajac z zasady wiaczen i wylaczen otrzymujemy, ze
| A3 U Ay U A3 U AgU As| = |Ay] + |As| + |As| + |Ay| + |As|+

—(|A1 N Ag| + |A; N As|+. .. +]Ay N A5))+
+(|A1 N Ay N Az 4+ A1 N Ay N Ay|+.. . +|As N Ay N As|)+

—(| A1 N Ay N A3 N Ag| + | A1 N Ay N Az N A |+. .. +]Ay N Az N Ay N As|)+

FAy N Ay N Ay N Ay () Ag| = (i’) . (Z) .37+(§> 97 _ (i) 1Ty

+ <§> -0 = 81920 — 21870 + 1280 — 5 + 0 = 61325

Oznacza to, ze takich ciggow (ki, ko, ks, k4, ks, ke, k7), w ktorych kazdy sposrod
elementow ze zbioru {1, 2, 3,4, 5} wystapi co najmniej raz jest
57 — 61325 = 78125 — 61325 = 16800.

Zatem jest 16800 rozmieszczen 7 roznych kul w 5 roznych pudetkach tak, aby w kazdym
pudetku znalazla si¢ przynajmniej jedna kula.

b) Obliczymy, ile jest 7-cyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesietnym
wystepuje dokladnie 5 réznych cyfr.

Rozwigzanie

I sposob.

Oznaczmy przez x pierwszg (od lewej) cyfre zapisu dziesietnego siedmiocyfrowejliczby
naturalnej, a jej kolejne cyfry przez - odpowiednio - ¢y, c3, ¢4, 5, Cg, C7.

Wtedy kolejne (od lewej) cyfry liczby spelniajacej warunki zadania tworzg ciag



(.CU, C2, C3, C4, Cs, Cp, C7)-
Cyfre £ mozemy wybra¢ dowolnie ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9}, czyli na 9 sposobow.
Pozg nig na pozostatych 6 miejscach mamy zapisac¢ 4 inne cyfry - oznaczmy je przez

y’ z? t7 v.

Poniewaz wybierajac je dopuszczamy wykorzystanie cyfry 0, wiec te 4 cyfry rézne od x
9

mozemy wybrac na ( 4> = % = 126 sposobow.

Wszystkich mozliwosci zapisania tak wybranych 5 cyfr na miejscach ¢y, c3, ¢4, c5, ¢4, €7
jest tyle, ile jest sze$cioelementowych wariacji z powtorzeniami ze zbioru {z, y, z, t, v},
czyli 5°.

Zauwazmy, ze do rozwigzania zadania wystarczy jeszcze obliczy¢, ile jest ciggow
(co, c3, 4, C5, Cg, C7), W ktOrych kazdy sposrod elementdéw ze zbioru {y, z, t, v} wystgpi co
najmniej raz.

Obliczymy, ile jest wszystkich ciagdw (cg, cs3, ¢4, ¢5, cg, €7), ktore nie spetniaja tego
warunku.

W tym celu oznaczmy:

e przez Y - zbior tych ciggdéw, w ktorych nie wystepuje cyfra y,
e przez Z - zbior tych ciggow, w ktorych nie wystepuje cyfra z,
o przez T - zbior tych ciggow, w ktorych nie wystepuje cyfra t,
e przez V - zbior tych ciggoéw, w ktorych nie wystepuje cyfra v.

Wobec tego wszystkich ciagow, w ktorych nie wystepuje co najmniejjedna z cyfry, 2, t, v
jest tyle, ile jest elementow zbioru Y U ZUT U V.

Poniewaz:

Y| =12| = |T| = |V| = 4,

YNZ =YNT|=|YNV|=|ZNT|=|ZnV|=|TNnV|= 3",
YNZNT|=YNZNV|=|YNTNV|=|ZNTNV|=25
YNZNnTNV|=15,

wiec korzystajgc z zasady wigczen i wylgczen otrzymujemy, ze
YUZuTuV|=

(Y] + 12|+ |T| + [V])+
—(YNZ|+|]YNT|+|YNV|+|ZNT|+ |ZNnV|+|TNnV])+
+(YNZNT|+|YNZNV|+|]YNTNV|+|ZNTNnV|)+
—YNzZnNnTnV|=

(] 2+

= 16384 — 4374 + 256 — 1 = 12265.
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Oznacza to, ze takich ciggow (cs, c3, ¢4, C5, Cg, C7), W ktorych kazdy sposrod elementow
ze zbioru {y, z,t, v} wystgpi co najmniej raz jest

(0 (00

15625 — 12265 = 3360.

Ostatecznie stwierdzamy, ze wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych
zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie 5 roéznych cyfr jest

o-(a) (- (G) - (o) 50 () - () ) -

=9-126 - 3360 = 3810240.

I sposob.

Podobnie jak w sposobie I, oznaczmy przez x pierwszg (od lewej) cyfre zapisu
dziesietnego siedmiocyfrowej liczby naturalnej. Cyfre * mozemy wybra¢ dowolnie ze
zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, czyli na 9 sposobow.

Cyfry na pozostatych 9 miejscach mozemy zapisa¢ na jeden z czterech rozigcznych
Sposobow:
(1) na 2 z tych 6 miejsc zapisujemy cyfre x, nastepnie wybieramy 4 cyfry z dostepnych 9
i rozmieszczamy je na pozostatych 4 miejscach;

9

6
ogotem jest w tym przypadku (2) . (4) -4l = 15126 - 24 = 45360 mozliwosci,
(2) na jednym z tych 6 miejsc zapisujemy cyfre z, nastepnie wybieramy z 9 dostepnych
jedna cyfre i zapisujemy ja na 2 sposrod pozostatych 5 miejsc, na koniec wybieramy 3
cyfry z 8 pozostatych i rozmieszczamy je na 3 miejscach;

ogbtem jest w tym przypadku (?) . (Sl)) . <;> . (2) -3!=6-9-10-56 - 6 = 181440,

(3) wybieramy jedna cyfre z 9 dostepnych i zapisujemy ja na 3 sposrod rozpatrywanych 6
miejsc, nastepnie wybieramy 3 cyfry z 8 pozostatych i rozmieszczamy je na pozostatych 3
miejscach;

9 6 8
ogotem jest w tym przypadku (1> . (3) . (3) -3!'=9-20-56 - 6 = 60480 mozliwosci,

(4) wybieramy z 9 dostepnych dwie cyfry i dla kazdej z nich znajdujemy 2 miejsca sposrod
6 miejsc, nastepnie wybieramy 2 cyfry z 7 pozostatych i rozmieszczamy je na 2 miejscach;

9 6 4 7
ogotem jest w tym przypadku <2> . (2) . <2> . (2) -21=36-15-6-21-2 = 136080
mozliwosci.
Wobec tego, korzystajac z reguty mnozenia oraz z reguly dodawania otrzymujemy, ze

wszystkich liczb spelniajgcych warunki zadania jest
9 - (45360 + 181440 + 60480 + 136080) = 3810240.
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Przyktad 6

Obliczymy, ile jest dodatnich liczb catkowitych wzglednie pierwszych z liczbg 5544,
ktore nie sa wieksze od 5544.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez A zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych, ktére nie sg wieksze
od 5544: A = {1,2,3,...,5544}.

Zapiszmy teraz liczbe 5544 w postaci rozkladu na czynniki pierwsze:

5544 = 23 .3%. 7. 11.

Zatem liczba catkowita d € A jest wzglednie pierwsza z liczbg 5544 wtedy i tylko wtedy,
gdy d nie dzieli si¢ przez zadna z liczb: 2, 3, 7, 11.

Obliczymy, ile jest takich liczb w zbiorze A, ktére nie sg wzglednie pierwsze z liczba
5544.

Zauwazmy, ze kazda taka liczba dzieli si¢ przez co najmniejjedna z liczb ze zbioru
{2,3,7,11}.

Przyjmujemy oznaczenia:

e A, - podzbior zbioru A, w ktorym znajduja si¢ wszystkie liczby podzielne przez 2,

As - podzbidr zbioru A, w ktérym znajduja sie wszystkie liczby podzielne przez 3,

A7 - podzbidr zbioru A, w ktérym znajdujg sie wszystkie liczby podzielne przez 7,
e Ay - podzbior zbioru A, w ktérym znajduja si¢ wszystkie liczby podzielne przez 11.

Korzystajqc z reguty rownolicznosci obliczamy:

|As| = & - 5544 = 2772,

|As| = 5 - 5544 = 1848,

|A7| = 1 - 5544 = 792,

|Aj1| = < - 5544 = 504,

|A; N A3| = 555 - 5544 = 924,
|A2 N A7| = 5= - 5544 = 396,
|Ay N Ay1| = 57 - 5544 = 252,
|As N Ay = 3L 5544 = 264,
‘A?, N All‘ = —1 5544 = 168,
|A7 N Ap| = 57 5544 =72,
|As N A3 N Aq| = 7 - 5544 = 132,

\AmAgmAH\_ I — - 5544 = 84,
‘AzﬂA7ﬂA11‘ = 37 - 5544 = 36,

HW
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5544 = 24,
- 5544 = 12.

‘A?)ﬂA?ﬂAll‘_ 3.7 1

‘AzﬂA3ﬂA7ﬂA11’ = 23711

Wobec tego korzystajac z zasady wigczen i wylaczen otrzymujemy, ze
| Ay U A3 U A7 U Ayq| = |As| + |As| + |A7] + | A |+

—(|Aa M A3| + |As N Aq| + |Ao N Ay | + |A3 N A7| + |As N Aqq |+
+A7 N A ) + (JAs N A3 N Ar| + [A3 N As N Ay |+ |4y N A7 N Agy |+
+|AsNA;NA;|) —|[AsNA3NA; N Ay =

= (2772 + 1848 + 792 + 504)— (924 + 396 + 252 + 264 + 168 + 72)+
+(132 + 84 + 36 + 24)-12 = 59162076 + 27612 = 4104.

Zatem dodatnich liczb catkowitych wzglednie pierwszych z liczbg 5544, ktore nie sa
wieksze od 5544 jest 5544 — 4104 = 1440.

Warto sprawdzi¢, ze odpowiedz do zadania mozna rowniez zapisa¢ w postaci
1 1 1 1
5544 (1—3)-(1-5)-(1-%) - (1—+7),

Uwaga. Rozpatrzmy dodatnig liczbe catkowitg n, w ktorejrozkladzie na czynniki
pierwsze wystepuja (z niezerowym wyktadnikiem) wylgcznie parami rozne liczby
pierwsze p1, p2, - . ., Dk.

Oznaczamy wtedy przez ¢(n) funkcje (nazywang funkcja Eulera lub tocjentem), ktora
rozpatrywanejliczbie calkowitejn przypisuje liczbe liczb wzglednie pierwszych z n,
ktore nie sg wieksze od n.

Wtedy

(p(n)zn-(1—1)—11)-(1—]3—12)-...-(1—1)%).

Dowod z wykorzystaniem zasady wigczen i wytgczen przebiega podobnie, jak
w rozwigzaniu powyzszego przyktadu.

Przyktad 7

Rozpatrzmy losowe rozmieszczenie 7 kul (ponumerowanych od 1 do 7) w 7 réoznych
pudetkach (rowniez ponumerowanych od 1 do 7).

Obliczymy, na ile réznych sposobow mozna dane kule rozmiesci¢ w tych pudetkach tak,
aby w kazdym pudetku znalazla si¢ doktadnie jedna kula, ktorej numer jest rézny od
numeru pudelka.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kazdy wynik rozmieszczenia 7 parami roznych kul w 7 parami réznych
pudetkach mozna zapisa¢ jako 7-elementowa permutacje (k1, ko, k3, k4, ks, k¢, k7) zbioru
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{1,2,3,4,5,6,7}, gdzie przez k;, dlai = 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 oznaczyliémy numer pudetka do
ktorego wpadta kula o numerze <.

Wobec tego wszystkich mozliwych rozmieszczen 7 parami roznych kul w 7 parami
roznych pudetkach jest 7! = 5040.

Mamy obliczy¢, ile jest permutaciji (ky, k2, k3, k4, ks, kg, k7), w ktorych k; # i dlai =1, 2,
3,4,5,6,7.

Obliczymy, ile jest takich permutaciji, ktore nie spelniaja tego warunku.
W tym celu oznaczmy:

o przez A; - zbidr tych permutacji, w ktorych k; = 1 (wtedy kula z numerem 1 wpadta
do pudetka numer 1),

o przez A, - zbiér tych permutacji, w ktérych ks = 2 (wtedy kula z numerem 2 wpadta
do pudetka numer 2),

e przez As - zbiér tych permutacji, w ktérych k3 = 3 (wtedy kula z numerem 3 wpadta
do pudetka numer 3),

e przez Ay - zbidr tych permutacji, w ktoérych k4 = 4 (wtedy kula z numerem 4 wpadta
do pudetka numer 4),

e przez As - zbidr tych permutacji, w ktorych k; = 5 (wtedy kula z numerem 5 wpadta
do pudetka numer 5),

o przez Ag - zbidr tych permutacji, w ktorych kg = 6 (wtedy kula z numerem 6 wpadta
do pudetka numer 6),

o przez Ay - zbidr tych permutacji, w ktorych k; = 7 (wtedy kula z numerem 7 wpadta
do pudetka numer 7).

Zatem wszystkich permutacji opisujacych sytuacje, gdy co najmniejjedna z kul wpadta do
pudetka o tym samym numerze jest tyle, ile jest elementoéw zbioru
A1UA2UA3UA4UA5UA6UA7.

Poniewaz:

|A1] = [As| = |As] = [A4] = |A5] = |As| = |A7] = 6!

A1 N Ayl = |A1 N A3 =...= |Ag N A7| = 5!
‘A10A2QA3|:‘A10A3ﬂA4|:...:’A5ﬂAﬁﬂA7‘:4l

A1 N Ay NA3N Ay =...=|AyNAsN Ag N A7 = 3!
AjNANAsNANAs| =...=|A3NAsNA; N Ag N Ar| = 2!

Ay N A NA3sN A NAsNAgl =...=|AsNA3NA;NAsNAg N Ay =1!

A1 NAsNA3N A NAsNAgN A =1
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wiec korzystajgc z zasady wigczen i wylgczen otrzymujemy stad, ze

A1 UA; UA3 UALUA5U AgU Ay| =

= (|Au| + |Ag| + |As] + |Ag] + | 5] + [ Ag| + | As])+

—(|Ay N Ag| + |A; N As|+. .. +]Ag N A7)+

+(|A1 N Ay N As| + |A; N A N Ayl+. .. +]A5 N Ag N Ar|)+

—(J[A; N Ay N A3 N Ay|+...+|As N A5 N Ag N A7|)+

+(JA N A NAsN Ay N Ag|+.. . +[AsN Ay N As N Ag N Aq])+

—(JA; N Ay N A3 N A N A5 N Agl+... +|As N A3 N Ay N As N Ag N Aq])+
+ATNANAsN AL NAs N Ag N A7 =

(e e () - (e -2

=TSty - mth -Gt H=
= 50402520 + 840-210 + 427+ 1 = 3186

Oznacza to, ze wszystkich sposoboéw rozmieszczenia danych kul w pudetkach tak, aby
w kazdym pudetku znalazla si¢ dokladnie jedna kula, ktéra ma numer rézny od numeru
pudetka jest 5040- 3186 = 1854.

Otrzymany wynik mozna réwniez zapisa¢ w postaci
1854 = 5040-3186 = 7!- (7\- L + L - L T4 7)) =

! !
—B-F+F-F+R-B-nGrd-drd-od+d)

Uwaga. Permutacja (kq, ko, . . . , k) zbioru {1, 2, ..., n}, ktorej wyrazy spetniajg warunek
k; #idlat =1, 2, ..., nnazywana jest nieporzadkiem.

Liczbe nieporzadkow danego zbioru n-elementowego oznacza si¢ przez D,, lub za
pomocg symbolu !n, nazywanego podsilnig (lub dolna silnig).

Wowczas

D, =n=n!- (%—F% — %—k...—k%)

Dowod z wykorzystaniem zasady wigczen i wytgczen przebiega podobnie, jak
w rozwigzaniu powyzszego przyktadu.

Stownik

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy cigg utworzony ze wszystkich elementow zbioru n-elementowego
liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna P, = n!

reguta dodawania
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jezeli zbiory Ay, A,, ..., A, sa parami roztgczne, to liczba elementow zbioru
AjUAsU. ..U A, jest réwna sumie liczb elementéw kazdego ze zbiorow
Al,AQ,...,AnZ ‘A1UA2UUAn‘ = ’Al‘ + |A2‘ + ...+ ‘An|

reguta réwnolicznosci

dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowa¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru A

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow do$wiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna ky - ko-. .. -k,

wariacja z powtorzeniami

k-wyrazowy cigg o elementach wybieranych dowolnie (czyli z powtorzeniami) ze zbioru
n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtoérzeniami zbioru

n-elementowego jest rowna n*



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja.

Przeanalizuj zaprezentowane w niej rozwigzanie zadania.

Jest w nim pokazane, jak zastosowac zasade wtgczen i wytaczen do obliczenia, ile jest
wszystkich wynikéw pieciokrotnego rzutu szescienng kostka do gry, w ktérych suma liczb

uzyskanych oczek jest réwna 19.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1DaDEz]7

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej metody wiaczen i wylgczen.

Korzystajgc z rozwigzania zadania omowionego w animacji rozwigz samodzielnie
nastepujace zadanie.

Polecenie 2

Wykaz, ze sg 342 czterocyfrowe liczby naturalne, ktérych suma cyfr jest rowna 12.


https://zpe.gov.pl/a/D1DaDEzJ7

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Sume wszystkich dwucyfrowych liczb naturalnych, ktére

dzielg sie przez 3 lub dzielg sie przez 7 oznaczamy przez s.
Woédwczas:

() s=2208
(O s=2418
(O s=2198
(O s=12393
Cwiczenie 2 3

Rozpatrzmy czterokrotny rzut symetryczng sze$cienng kostka do gry. Oblicz, ile jest takich
wynikéw tego doswiadczenia, ze co najmniej raz wypadty dwa oczka i co najmniej raz
wypadty cztery oczka.

Wopisz poprawna liczbe.

Odpowiedz:




Cwiczenie 3 @

Rozpatrzmy wszystkie permutacje piecioelementowego zbioru {1, 2, 3,4, 5}.
lle jest wérdd rozpatrywanych permutacji takich, ze wérdd ich dowolnych czterech kolejnych
wyrazoéw nie ma czworki zapisanej w porzadku malejgcym? Zaznacz poprawng odpowiedz.

(O 120
O 112
(O 110
O 111
Cwiczenie 4

W pudetku znajduje sie 8 kul, ponumerowanych od 1 do 8. Losujemy z tego pudetka 6 razy po
jednej kuli, zwracajac jg kazdorazowo do pudetka.

Oblicz, ile jest takich wynikéw tego losowania, ze kula z numerem podzielnym przez 3
zostanie wylosowana za drugim razem lub za czwartym razem, lub za sz6stym razem.

Zakoduj ponizej kolejno cyfry setek, dziesigtek oraz jednosci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz: ’ ‘ ’ ‘




Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Rozpatrujemy wszystkie siedmiocyfrowe liczby
naturalne, ktdre zostaty zapisane przy uzyciu cyfr ze zbioru {4,5,6,7,8,9}.

Oznaczamy przez n liczbe tych sposrod rozpatrywanych liczb, w ktérych zapisie kazda

z dopuszczalnych cyfr wystgpita co najmniej raz.

Wynika stad, ze:

n> T

n < 6°

O o o

n < 20000

(] n> 10000

Cwiczenie 6

Oznaczamy:

- przez A - zbior wszystkich liczb wzglednie pierwszych z liczbg 999, ktére nie sg wieksze od
999,

- przez B - zbiér wszystkich liczb wzglednie pierwszych z liczbg 1000, ktére nie sg wieksze od
1000,

- przez C - zbidr wszystkich liczb wzglednie pierwszych z liczbg 1001, ktére nie sg wieksze od
1001,

- przez D - zbidér wszystkich liczb wzglednie pierwszych z liczbg 1002, ktére nie sg wieksze
od 1002.

Uporzadkuj od najmniejszej do najwiekszej liczby | A C

, D|.

K K

| B| $
|C| -
|A] -
| D| -



Cwiczenie 7 @

Oblicz, ile jest 7-cyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesietnym wystepuja
doktadnie 4 rézne cyfry.

Odp.

Cwiczenie 8 O

Rozpatrzmy zbiory:

A - zbidr wszystkich sze$ciocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr jest réwna 25,
B - zbidr wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr jest réwna 17,
C' - zbidr wszystkich o$smiocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr jest réwna 13,
D - zbior wszystkich dziewieciocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr jest réwna
11.

Dopasuj do siebie rowne liczby.

| Bl 67353
| D 50016
C] 47631
|A] 43741
Cwiczenie 9 @

W najstarszej grupie w Przedszkolu Sw. Mikotaja jest szecioro dzieci. Ich rodzice (a kazde

Z tej szostki dzieci ma innych rodzicéw) wspdlnie postanowili, Ze na przypadajace za miesigc

Mikotajki kazda rodzina przygotuje jedng paczke z prezentem.

Po miesigcu, széstego grudnia, kazde z dzieci wylosowato dla siebie jeden z przygotowanych
prezentéw.

Na ile sposobow dzieci z najstarszej grupy w tym przedszkolu mogty rozlosowaé miedzy sobg
przygotowane przez rodzicoOw prezenty, jezeli wiadomo, ze zadne z nich nie dostato prezentu
przygotowanego przez swoich rodzicow? Wpisz poprawng liczbe.

Odpowiedz:




Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Regula wlaczen i wylaczen

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto: Zakres rozszerzony

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

o postuguje sie twierdzeniem o liczbie elementoéw sumy 2 zbioréw oraz o liczbie
elementow sumy 3 zbiorow;

« dowodzi twierdzenie o liczbie elementow sumy 4 zbioréw oraz stosuje je w zadaniach;

» dowodzi wzor opisujacy jak stosowac zasade wigczen i wylgczen w ogdlnym przypadku;

» wykorzystuje zasade wlaczen i wylaczen do obliczenia, ile jest wsrod liczb mniejszych
od ustalonej dodatniej liczby catkowitejn takich liczb, ktore sq wzglednie pierwsze z n;

» wykorzystuje zasade wiaczen i wylaczen do obliczenia, ile sposroéd permutacji zbioru n
—-elementowego to tzw. nieporzadki.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rOzmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Reguta wlaczen i wylgczen” oraz cele, wybrana osoba
formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metoda tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Animacja”
Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej. Wybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

e Liczba zdarzen w doswiadczeniach losowych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materiatlu w temacie ,Reguta wigczen i wylaczen”
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