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Kazda funkcja, w szczegolnosci funkcja kwadratowa, ma szereg roznych wtasnosci, ktore
mozemy odczytac¢ ze wzoru lub wykresu. Whasnosci funkcji kwadratowej wykorzystano
miedzy innymi budujac gigantyczne, paraboliczne lustra, teleskopyianteny w celu
zbierania fal radiowych z kosmosu. Wigzki skierowane na paraboliczng powierzchnie
skupiane sg w centralnym punkcie. Tym punktem moze by¢ wierzchotek paraboli, bedacej
wykresem funkcji kwadratowej. W znajdowaniu takiego punktu moze pomoc umiejetnose
okreslania monotonicznosci funkcji kwadratowej. A rozwijanie tej umiejetnosci bedzie
wlasnie tematem tego materiatu.

Twoje cele

o Wyznaczysz przedzialy monotonicznosci funkcji kwadratowe;j.
» Ustalisz, w jakim przedziale funkcja kwadratowa jest rosngca, a w jakim malejgca.
e Odczytasz przedzialy monotonicznos$ci funkcji na podstawie jej wzoru lub wykresu.




Przeczytaj

Jezeli mowimy o monotonicznosci funkcji, to okreslamy przedzialy, w ktorych funkcja jest
rosngca, malejaca, stata, niemalejgca lub nierosnaca.

Czasami mowimy, ze okreslamy maksymalne przedzialy, w ktorych funkcja jest
monotoniczna.

Majac dang parabole, bedacg wykresem funkcji kwadratowej mozemy okresli¢
monotoniczno$c¢ funkcji ze wzgledu na to, jak skierowane sg ramiona paraboli.

Jezeli funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem f(z) = ax? + bx + c, gdzie a, b,
¢ € Roraza # 0, to wspotrzedne wierzchotka W = (p, q) paraboli, ktora jest wykresem
tej funkciji, obliczamy ze wzorow:

p:;—:,qzz—f,gdzieA:bz—élac.

Do okreslenia maksymalnych przedzialow monotonicznos$ci funkcji kwadratowej stosujemy
nastepujace zaleznosci:

e dlaa > 0:
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Funkcja jest:

- malejgca w przedziale (—oo, p),
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- rosngca w przedziale (p, 00).

e dlaa < 0:
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Funkcja jest:

- rosngca w przedziale (—oo, p),
- malejaca w przedziale (p, 00).
Whiosek:

Funkcja kwadratowa nie jest monotoniczna w catej swojej dziedzinie, ale jest monotoniczna
przedziatami.

Na przyktad dla funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = 2z — 1 mamy:
f2) =2 (-2 ~1=7

f0O)=2-02-1=-1

f3)=2-32-1=17

Zauwazmy, ze f(—2) > f(0) < f(3), zatem funkcja nie jest monotoniczna w catej swojej
dziedzinie.

Przyktad 1
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Odczytamy maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji kwadratowej, ktorej wykres
przedstawiono na ponizszym rysunku.

YA

=Y

Rozwigzanie:

Niech W bedzie wierzchotkiem paraboli, przedstawionejna rysunku. Zatem
W = (-2,-5).

Wobec tego:

« maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest malejaca to (—oo, —2),
« maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosngca to (—2, 00).

Przyktad 2

Wyznaczymy maksymalne przedzialy monotonicznosci funkciji kwadratowej f okres$lonej
wzorem f(z) = —2z° + gz — L.

Rozwigzanie:

W celu wyznaczenia maksymalnych przedzialow monotonicznos$ci funkcji f, obliczymy
pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii.
Otrzymujemy:

1

Poniewaz a = —2 < 0, wiec ramiona paraboli sg skierowane do dotu.



Zatem:

« maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f jest rosngca to (—oo, 1—12 >,
» maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f jest malejgca to <11—2, oo).

Jezeli funkcja kwadratowa f jest zapisana za pomoca wzoru w postaci kanonicznej
f(z) =a(z — p)2 + g, to przedziaty monotonicznos$ci tej funkcji mozemy okresli¢ na
podstawie wartosci wspotczynnikéw a oraz p.

Przyktad 3

Wyznaczymy maksymalne przedzialy monotonicznosci funkcji f okreslonejwzorem
fl@) = —(z+4)" - 3.

Rozwiazanie:
Ze wzoru funkcji odczytujemy, ze a = —1 oraz p = —4.
Poniewaz a < 0, zatem:

« maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest rosngca to (—oo, —4),

« maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f jest malejgca to (—4, 00).

Jezeli znamy maksymalny przedziatl, w ktorym funkcja kwadratowa jest rosnaca lub malejaca,
to mozemy wyznaczy¢ wartos$ci wspotczynnikow we wzorze tej funkciji.

Przyktad 4

Dana jest funkcja kwadratowa f okreélona wzorem f(z) = %xz + bx + 1. Wyznaczymy

warto$¢ wspotczynnika b, jezeli wiadomo, ze maksymalny przedziat, w ktorym funkcija jest
rosngca to (3, 00).

Rozwigzanie:

Poniewaz maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f jest rosngca to (3, 00), zatem
pierwsza wspolrzedna wierzchotka p paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej
wynosi p = 3.

Jezeli wykorzystamy wzor na p, to otrzymujemy réwnanie na wspotczynnik b:

3= 2__11’ ,zatem b = —2.

|

Przyktad 5

Wyznaczymy warto$ci wspotczynnikow a i b we wzorze funkcji kwadratowe;j
f(x) = azx?® + bx — 1, jezeli wiadomo, ze maksymalny przedziat, w ktorym funkcija jest
malejaca to (—oo, —2) oraz do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspoétrzednych (2, 2).




Rozwigzanie:

Poniewaz maksymalny przedziat, w ktorym funkcja jest malejgca to (—oo, —2), zatem
=b

p=—2czyli -2 = 5>,

Poniewaz punkt o wspotrzednych (2, 2) nalezy do wykresu tej funkciji, zatem:
2=a-2°+b-2—-1.

Otrzymujemy uktad rownan:

_ =b
—2= 32
2=4a+2b-1

Pierwsze rownanie przeksztalcamy do postaci b = 4a, a po podstawieniu do drugiego
rownania, otrzymujemy réownanie, z ktérego wyznaczymy wartoS¢ wspotczynnika a:

NP

2=4a+8a—1,czylia =

Zatemb=4-%:1.

Monotonicznos$¢ funkcji kwadratowej mozemy okreslac takze korzystajac z definicji funkcji
monotoniczne;j.

Przyktad 6

Wykazemy, ze funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(x) = V3z? -3 jest malejaca
w przedziale (—oo, 0).

Rozwigzanie:

Niech z1, 22 € (—00,0) oraz z1 < 2.

Wowczas:

f(@1) =3 2> -3

f(z2) = V32,2 -3

flw2) — f(m1) = V3 -2 — 3 — (\/ﬁ-w12—3) B

=3 2,2 —3—-v3-2:24+3=3-2,2— V3 -2,2=
=3 (z3—z1) - (z1 + x2)

Zauwazmy, ze V3 - (2o — x1) - (21 + x3) < 0, zatem f(z1) > f(z).




Stad wobec dowolnos$ci x; oraz x, wnioskujemy, Ze funkcja f jest malejgca w przedziale
(—00,0).

Przyktad 7

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m, gdzie m € R, funkcja kwadratowa f
okreslona wzorem f(z) = —z? + mx — 2 jest rosngca w przedziale (—oo, m? — 3m + l>
Rozwigzanie:

Obliczamy warto$¢ p pierwszej wspolrzednejwierzchotka paraboli, bedgcej wykresem
funkciji f:

Jezeli funkcja kwadratowa f jest rosngca w przedziale (—oo, m? — 3m + 1>, todo
wyznaczenia warto$ci parametru m rozwigzujemy nierownosc:

5> m2 —3m+1
Nierownos¢ przeksztalcamy do postaci:

2m?2 —™m+2<0

e

Obliczamy m; = 7*4 oraz mo = 7+4” 33

Rozwigzaniem nierownocsci jest zbior liczb m € < 7_}1/33 , Ty >

Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale (—oo, m? — 3m + 1>, gdy
m e < 7—/33 7+x/§>
4 1 /)

Stownik
monotonicznos$¢ funkcji

wlasnos¢ funkciji, ktora okresla zmiang wartoSci tej funkcji wraz ze wzrostem
argumentow

funkcja kwadratowa

funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = az® + bz + ¢, gdzie a, b, c € R oraz

a#0




Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, dotyczacego wyznaczania przedziatow
monotonicznosci funkcji kwadratowej okreslonej wzorem w postaci ogdlnej, a nastepnie

wykonaj ponizsze polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DMGYyC4tl


https://zpe.gov.pl/a/DMGYyC4tI

Polecenie 2
Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f:
a) okreslonej za pomoca wzoru f(z) = 22* + 3z — 1,

b) jezeli jej wykres przedstawiono na ponizszym rysunku.

Yi

=Y

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm okreslajacy monotonicznos$¢ funkcji kwadratowej
na podstawie jej wzoru f(z) = az® + bz + c.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz prawidtowga odpowiedz. Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f okreslona
wzorem f(z) = x> — 3z — 3 jest malejaca to:

Cwiczenie 2 @)
Potacz w pary wzoér funkcji f oraz maksymalny przedziat, w ktérych funkcja okreslona tym
wzorem jest rosngca lub malejaca.

flz) = —a*+2x -1 (0, 00)
f(z) =2? - 2z (—00,2)
flz)=—-22+3 (—o0,1)

f(z) = x> — 4z — 3 (1, 00)



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono parabole, bedgcg wykresem funkcji kwadratowej. Wybierz zdania,
ktore sg prawdziwe.

Yl

-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6

=Y

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja jest malejaca to (2, oo).
(] Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja jest malejaca to (1, 00).
(] Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja jest rosnaca to (—oo, 1).

(] Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja jest rosnaca to (—oo, 2).



Cwiczenie 4

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem, przenoszac je w odpowiednie miejsca.

Wozory funkcji, ktére sa malejace w przedziale (—oo, 1)

f(a:):—%m2—l—x—|—2’

f(:):):a:2—2ac+4’

f(z) = —3x2 + 6z ’

Wzory funkcji, ktore sa malejace w przedziale (1, co): f(z) = 22122 -3 ’

f(:c):3:c2—6:c—4’

f(z) =222 — 4z ’

Cwiczenie 5
Wstaw w tekst maksymalne przedziaty liczbowe, w ktérych funkcja jest rosngca oraz
malejaca.

Funkcja f okreslona wzorem f(z) = —%x2 + 2z jest rosnaca w przedzialei | oraz

______________

______________

______________




Cwiczenie 6
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f okreslona wzorem f(z) = x? — 2z — 3jest

malejaca to

(

Maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f okreslona wzorem f(z) = —x2 + 4z + 4 jest

, 00).

rosngca

to (—oo,

Maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f okreslona wzorem f(z) = —x2 + 4 jest malejaca

to ( ,00).

Cwiczenie 7 @

Wiadomo, ze funkcja kwadratowa f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentéw
z przedziatu (—3, 5). Okresl przedziaty monotonicznosci funkcji f.

Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = %aﬁ + bx + 2. Wyznacz wartos¢
wspotczynnika b, jezeli wiadomo, ze maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f jest malejaca
to (—o0, 3).



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Monotoniczno$¢ funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii.
Cele operacyjne:
Uczen:

 ustala, w jakim przedziale funkcja kwadratowa jest rosnaca, a w jakim malejgca,

 opisuje sposob postepowania do wyznaczania przedzialdbw monotonicznosci funkciji
kwadratowej,

 stosuje poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda kota i myszy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,Monotoniczno$¢ funkcji kwadratowej’ oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie przygotowujg w parach pytania zwigzane z tematem. Czego si¢ uczniowie
chcg dowiedziec? Coich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie przypominajg wiadomosci na temat monotonicznosci funkciji.

2. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z trescia sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie metoda kot
i mysz rozwigzuja przyktady. Mysz stara si¢ jak najlepiejrozwigzac¢ zadania, a kot
sprawdza ich poprawnos¢. Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada
z gry. Aby gra toczyta si¢ dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem -
procedura sie powtarza.

3. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Schemat interaktywny”
i wykonuja zawarte w tej czesci polecenia. Zapisuja ewentualne pytania dotyczace
napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel
wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

4. Uczniowie wykonuja pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wyniki pracy omawiane s3 na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

5. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

6. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Monotonicznos¢ funkcji kwadratowej’).

Materialy pomocnicze:
e Monotonicznos¢ funkciji

Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace omawianego tematu.

e ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do realizacji lekcji dotyczacej okreslania
wlasnosci funkcji kwadratowe;.
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