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Najmniejsza/najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym
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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tej lekcji zaprezentujemy metode wyznaczania wartosci najmniejszej/najwigkszej funkciji
kwadratowejw przedziale domknietym. Umiejetnos¢ wyznaczania wartosci
najmniejszej/najwiekszej danej funkcji jest pomocna w wyznaczaniu zbioru wartosci takiej
funkcii.

Twoje cele

e Przeanalizujesz sposoby wyznaczania wartoSci najmniejszej/najwiekszej funkcii
kwadratowejw przedziale domknigtym.

e Obliczysz warto$¢ najmniejszg/najwiekszg funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym.

o Wyznaczysz zbior wartosci funkcji kwadratowej, okreslonejw przedziale
domknietym.




Przeczytaj

Wyznaczanie najmniejszej/najwickszej wartosci funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym mozemy opisac za pomocg algorytmu.

Dane sg liczby a i b, gdzie a,b € R oraz a < b. Do wyznaczenia wartoS$ci
najmniejszej/najwiekszej funkciji kwadratowej w przedziale domknietym (a, b) zastosujemy
ponizszg procedure:

1. Obliczamy warto$ci funkcji kwadratowej na koncach podanego przedziatu (a, b) oraz
wartos¢ pierwszej wspotrzednej p wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji.

2. Jezeli:

e p € (a,b), toobliczamy g = f(p) i wybieramy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢

najwicksza z liczb: f(a), £(5), f(p),
e p ¢ (a,b), to wybieramy warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza z liczb: f(a), f(b).

Na istnienie warto$ci najmniejszej lub najwigkszej ma takze wplyw fakt, czy ramiona
paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej sg skierowane do gory, czy do dotu.

Wazne!

Jezeli funkcja kwadratowa jest okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = az? + bz + c,
gdzie a,b,c € Roraz a # 0, to:

e dlaa > 0 ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, sq skierowane do gory,
e dlaa < 0 ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, skierowane sa do dotu.

Przyktad 1

Wyznaczymy warto$¢ najmniejszg oraz warto$¢ najwiekszg funkciji kwadratowej f
okreélonejwzorem f(z) = z? — 2z — 3.

Rozwigzanie:

Poniewaz a > 0, wykresem funkciji f jest parabola o ramionach skierowanych w gore,
a funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza w wierzchotku paraboli. Funkcja f nie przyjmuje
tym samym wartosci najwieksze;j.

Pierwszg wspotrzedng wierzchotka W = (p, q) tej paraboli wyznaczymy korzystajac ze
WZoru:

p= —%,zatemp = —Q_—E =1



javascript:void(0);

Najmniejsza warto$¢ funkcji f mozemy obliczy¢ ze wzoru na q¢ = —4% lub przez
obliczenie wartoS$ci funkcji f dla argumentu p.

Wybierajgc drugi sposob otrzymujemy:
fy=1>-2.1-3=-4
Zatem wartos$cig najmniejszg funkciji f jest liczba —4.

Przyktad 2

Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwiekszag w kazdym z przedziatow: (—2,0),
(—1,2), (2, 4) funkcji kwadratowej f okreélonejwzorem f(z) = 2> — 22 — 3.

Rozwigzanie:

Zanim wyznaczymy warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkeji f, naszkicujemy
wykres tej funkcij.

Do naszkicowania wykresu funkcji f, poza wspolrzednymi wierzchotka paraboli, bedace;
wykresem tej funkcji, wyznaczymy miejsca zerowe funkciji.

W tym celu obliczamy najpierw wartos¢ wyroznika odpowiedniego trojmianu
kwadratowego:

A=(-2)*-4-1-(-3) =16.

Wykorzystujac wzory na miejsca zerowe funkcji kwadratowej f, otrzymujemy:

2—4
r1T = 5 = —].,
Ir] = —2;4 =3.

Miejscami zerowymi funkcji f sg liczby (—1) oraz 3.

Wykres funkcji f przedstawia si¢ nastepujaco:



Wyznaczamy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkcji f w przedziatach:
¢ (—2,0)

Poniewaz p = 1 ¢ (—2,0), zatem wystarczy obliczy¢ warto$ci funkcji f na koncach tego
przedziatu.

Wobec tego: f(—2) = (—=2)? —2-(=2)—3=5,f(0)=02—-2-0—3 = —3.

Poniewaz —3 < 5, zatem warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (—2,0) wynosi (—3)
, a warto$¢ najwieksza f wynosi 5.

° <_]-7 2>

Poniewaz p = 1 € (—1,2), zatem funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla z = 1,
a warto$¢ najwieksza w jednym z koncow podanego przedziatu.

Wobec tego: f(—1) = (—=1)> —=2-(=1) —3=0, f(1) = —4, f(2) =22 —-2.2 -3 = -3,

Poniewaz —3 < 0, to warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (—1, 2) wynosi (—4),
a wartos$¢ najwieksza funkcji f wynosi 0.

° <2a 4>

Poniewaz p = 1 ¢ (2,4), zatem wystarczy obliczy¢ wartosci funkcji f na koncach tego
przedziatu.

Wobec tego: f(2) =22 —-2-2-3=-3,f(4) =42—-2-4—-3=5.



Poniewaz —3 < 5, to warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (2, 4) wynosi (—3),
a wartos$¢ najwieksza funkcji f wynosi 5.

Analogicznie wyznacza si¢ warto$¢ najmniejszg oraz najwiekszg funkcji kwadratowe;j

w przedziale domknietym, gdy ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, sg

skierowane do dotu.

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza w przedziale (—2,1) funkcji
kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = —2z% + z +6..

Rozwigzanie:

Poniewaz a = —2 < 0, zatem funkcja kwadratowa f przyjmuje warto$¢ najwieksza
w wierzchotku paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji.

Sprawdzmy, czy wartoS¢ pierwszej wspolrzednej wierzchotka p paraboli, bedacej
wykresem funkcji kwadratowej f nalezy do przedziatu (—2,1).

Obliczamy p = 2.(__12) = %.

Poniewaz p = % € (—2,1), zatem funkcja kwadratowa f przyjmuje warto$¢ najwiekszg

w wierzchotku, a warto$¢ najmniejsza w jednym z koncéw przedziatu (—2,1).
Zatem:

f(=2)=—-2- (=2 —2+6 = —4,

SE) =2 ()4 h ook,

f(1)=-2-124+1+6=5.

Wobec tego, ze —4 < 6%, to warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (—2, 1) wynosi
(—4), a warto$¢ najwieksza funkcji f wynosi 6.

Metod¢ wyznaczania warto$ci najmniejszeji wartosci najwigekszej w podanym przedziale

domknietym mozemy zastosowac¢ do znajdowania zbioru warto$ci funkcji kwadratowe;j,
ktoéra jest okreslona w podanym przedziale.

Przyktad 4

Funkcja f okreslona w przedziale (—2, 2) przyporzadkowuje kazdejliczbie z tego
przedziatu jej kwadrat pomniejszony o potowe tejliczby. Wyznaczymy zbior wartoSci tej
funkciji.

Rozwigzanie:



Funkcje z zadania zapisujemy za pomocg wzoru f(z) = z° — 1z, gdzie z € <—2,2>.

Wyznaczenie zbioru wartosci funkcji f sprowadza si¢ do znalezienia wartoS$ci
najmniejszej i najwiekszej tej funkcji w przedziale (—2, 2).

Obliczamy pierwszg wspotrzedna wierzchotka paraboli, na ktorejlezy wykres funkcii f:

Poniewaz p = 1 € (—2,2), zatem wykorzystujac przedstawiong wczesniej metode,
obliczamy warto$ci funkcji f w trzech punktach:

f(2)=22—-4.2=3.

Poniewaz — <= < 5, to najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale (—2, 2) jest rowna
(— 1—16), a warto$¢ najwieksza funkcji f wynosi 5.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat <— %, 5>.

Istnienie wartoSci najmniejszej lub najwiekszej funkcji kwadratowej pozwala w niektorych
przypadkach na okreSlenie wlasnosci innych funkciji.

Przyktad 5

Wyznaczymy najmniejszg warto$¢ oraz najwiekszg warto$¢ w przedziale (0, 4) funkcji f

1
2—4r+8 °

okreslonejwzorem f (ac) =
Rozwigzanie:

Rozpatrzmy pomocniczo funkcje g okreslong wzorem g(z) = x? — 4z + 8.
Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwiekszg funkcji g w przedziale (0, 4).
Obliczamy pierwsza wspoirzedng p wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji g:
p=7=2

Poniewaz p = 2 € (0, 4), zatem funkcja g przyjmuje warto$¢ najmniejszg w wierzchotku
paraboli, bedacej wykresem tej funkciji, a warto$¢ najwieksza w danym przedziale
w jednym z koncéw przedziatu (0, 4).

Zatem:




9(0)=0*-4-0+8=38
g(2) =22-4-2+8=4
g(4) =4>-4-4+8=38

Poniewaz 4 < 8, to warto$¢ najmniejsza funkcji g w przedziale (0, 4) wynosi 4, a warto$¢
najwig¢ksza funkcji wynosi 8.

_ 1

Zauwazmy, ze zachodzi zaleznos¢: f (:v) = 5@ i funkcja g w rozpatrywanym przedziale

przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Wobec tego warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (0, 4) wynosi:

Przyktad 6

Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwiekszg w przedziale (2, 3) funkcji f

okreslonej wzorem f(x) =+ —22 4 5z — 6.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy pomocniczo funkcije g okre$long wzorem g(z) = —z? + 5z — 6.
Wyznaczymy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwiekszg funkcji g w przedziale (2, 3).
Obliczamy pierwsza wspotrzedng p wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji g:
P==5=7%

Poniewaz p = % € <2, 3>, zatem funkcja g przyjmuje wartos¢ najwigksza w wierzchotku
paraboli, bedacej wykresem tej funkciji, a wartos¢ najmniejsza w jednym z koncow
przedziatu (2, 3).

Zatem:

9(2) =-22+5-2-6=0
o) =—(3) +5-3-6=1

g(3)=-3*+5-3-6=0



Poniewaz 0 < %, to warto$¢ najmniejsza funkcji g w przedziale (2, 3) wynosi 0, a warto$¢
najwieksza funkcji wynosi %. Wynika stad rowniez, ze w rozpatrywanym przedziale
funkcja g przybiera tylko warto$ci nieujemne.

Zauwazmy, ze zachodzi zalezno$¢: f (w) =/ g(z).

Wobec tego warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (2, 3) wynosi:

7(2) = £(3) = Vo@ = v/9(3) = 0

a warto$¢ najwieksza funkcji f w przedziale (2, 3) wynosi f(2) =4/g(2) =4/ = 1.

Stownik
funkcja kwadratowa

funkcja okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = ax? + bz + ¢, gdzie a,b,c € Roraza # 0



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie przeanalizuj, jak zmienia sie warto$¢ najmniejsza/najwieksza
funkcji kwadratowej, w zaleznosci od liczb, ktére sg koncami podanego przedziatu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dg7GYREIO

Polecenie 2

Wyznacz wartos$¢ najmniejsza/najwieksza w przedziale (—4, 2) funkcji kwadratowych f
okreslonych wzorami:

a) f(x) = —z> —z + 4

b) f(z) = x> — 6z — 2



https://zpe.gov.pl/a/Dg7GYREI0

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Suma wartosci najmniejszej oraz najwiekszej w przedziale (—1, 2) funkcji kwadratowej f
okreslonej wzorem f(z) = z* — 2z — 3 wynosi:

Cwiczenie 2 @)
Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(x) = —2% + 2z + 1. Potacz w pary
podzbidr dziedziny tej funkcji z odpowiadajgcym mu podzbiorem zbioru wartosci.

(0,3) (—2,2)
(0,2) (1,2)
<274> <_7a 1>

<_2a_1> <_7a _2>



Cwiczenie 3 ¢
Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie z przedziatu (—2, 2) te liczbe pomniejszona o jej
kwadrat. Zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

0 Suma wartosci najmniejszej funkcji f oraz wartosci najwiekszej funkcji f wynosi

7
(—=%)-
[ ] Wartos¢ najmniejsza tej funkcji wynosi (—6).

0 Wartos$¢ najwieksza funkcji f nie jest przyjmowana w wierzchotku paraboli,na
ktérej lezy wykres tej funkcji.

fa e . . .1
] Wartos¢ najwieksza funkcji f wynosi .

Cwiczenie 4

Pogrupuj wtasnosci funkcji okreslonych za pomoca podanych wzoréw.

Funkcja kwadratowa f okreslona wzorem

2
Tr) =2 + Xr — 2:
f(z) w przedziale (—2, 2) przyjmuje

wartos$¢ najwieksza réwng 4

przyjmuje wartos¢ najwieksza
3

dlaw:7

Funkcja kwadratowa f okreslona wzorem

w przedziale (1, 3) przyjmuje
f(z) = —2% + 3z — 2: g \L,3) przyimuj

wartos¢ najwiekszg réwng %

w przedziale (0, 2) przyjmuje
wartos¢ najmniejsza rowna

(—2)

w przedziale (—3, —2) przyjmuje
wartos$¢ najmniejszg rowna 0

przyjmuje wartos¢ najmniejszg
1

dlaz = 5




Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(z) = —32* — 2z +2.

Wstaw w puste miejsca odpowiednie liczby.

DEEENE

Cwiczenie 6
Wohisz w tekst odpowiednie liczby.

Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem f(z) = z* — 3.

Warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (—4, —1) wynosi ‘ ’

Warto$¢ najwieksza funkcji f w przedziale (—1, 2) wynosi ‘ ’

Warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (—3, 1) wynosi ‘ ’




Cwiczenie 7 @
Wiadomo, ze funkcja kwadratowa fdlaxz = % przyjmuje wartos$¢ najmniejsza.

Wyznacz wartosci wspoétczynnikéw b i ¢ we wzorze tej funkcji kwadratowej, jezeli funkcja f
jest okreslona wzorem f(z) = x2 4 bx + ¢, a wyrdznik A = 49.

Cwiczenie 8 @

Funkcja kwadratowa f jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych wzorem
f(z) = ax® + bz + c. Najmniejsza wartos¢ funkcji f jest réwna —2 oraz f(—1) = f(3) = 2.
Wyznacz wzér funkcji f.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najmniejsza/najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej w przedziale domknietym
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

10) wyznacza najwiekszg i najmniejszg wartosc funkcji kwadratowej w przedziale domknietym;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza wartoS$¢ najmniejsza/najwiekszg funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym,

 stosuje warto$¢ najmniejszg/najwiekszg funkcji kwadratowejw przedziale domknigtym
do wyznaczania wzoru funkcji kwadratowe;j,

 okresla zbior wartosci funkcji kwadratowej okreslonejna przedziale domknietym.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;
e burza mozgow.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Najmniejsza /najwieksza wartos$¢ funkcji
kwadratowejw przedziale domknietym”, wskazuje cele zaje¢, a nastepnie wspolnie
z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja pojecia zwigzane z tematem lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania
przed cala klasg. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Wybrany uczen odczytuje polecenie numer 1 z sekcji ,Aplet”. Uczniowie zapoznaja si¢
z materiatem, a nastepnie wykonujg polecenie numer 2. Po ustalonym czasie omawiajg
wspolnie z nauczycielem poprawnos¢ wykonanych polecen, wyjasniajg watpliwosci.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajac je wraz z uczniami. Uczniowie
wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metodg krokodyla. Krokodylem jest
nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia sie” tylko
w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po kazdym
zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienia rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

o Warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym.

Wskazowki metodyczne:

» Material w sekcji ,Aplet” mozna wykorzysta¢ do utrwalenia wiadomosci w zakresie
wyznaczania wartos$ci najmniejszej/najwiekszej funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym.

o ,Aplet” mozna wykorzysta¢ do okreslania wspotrzednych wierzchotka paraboli, bedace;j
wykresem funkcji kwadratowe;.
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