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Nierownosci wymierne, w ktorych licznik i mianownik

to jednomiany

Zrodto: Rainer Bleek, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Ciekawostka

Gdansk

W 2017 roku rekordzista w przeptynieciu Zatoki Ptuckiej byt Petar Stoychev (Butgaria).
Kilkunastokrotny Mistrz Swiata na dystansie 25 km pokonat dystans ponad 18 km z Helu



do Gdyni w ciggu 3 h 51 min.

Wodolot to jednostka ptywajgca stuzgca do przewozu pasazerdéw, np. miedzy
miejscowosciami Gdynia-Hel.

Zatozmy, ze wodolot musi przeptyna¢ z Gdyni do Helu (18 km) w czasie krotszym niz
20 min.

Wodolot

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Jaka powinna by¢ Srednia predko$¢ wodolotu?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy postuzy¢ si¢ nieréwno$cig wymierna:

18 _ 20

o %0+ &dzie v to predkos¢ wodolotu.

W tym materiale rozwigzesz nieréwnosci wymierne, w ktorych w liczniku i w mianowniku
wystepuje jednomian. Przypomnij sobie definicj¢ jednomianu oraz sposoby rozwigzywania
nierownosci wymierne;j.

Twoje cele

» Rozwigzesz nieréwnosci wymierne, w ktorych w liczniku i w mianowniku wystepuje
jednomian.
o Doprowadzisz nierownos¢ wymierng do rownowaznejnierownosci wielomianowej

przy wyznaczonej dziedzinie nieréwnosci wymierne;j.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicj¢ jednomianu oraz twierdzenie o rownowaznosci nierownosci:
Definicja: Jednomianu

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczbg, literg lub iloczynem
liczb i liter,

np. (—5); 2x; 42°; 0, 562°.
Twierdzenie: o rownowaznosci nierownosci

=) S0 o Wiz) - Walz) >0 A Wa(z) #0

2. Wile) 0 o Wi(z) Wa(z) <0 A Wa(z) £ 0

3. @) > 0 o Wi(z) Walz) >0 A Walz) £0

o) <0 o Wi(z) - Wa(z) <0 A Wa(z) # 0

Zatem przy rozwigzywaniu nierownosci wymiernych czesto skorzystamy z twierdzenia, ze
nierownos¢ wymierng mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej nierownosci iloczynowe;.

Warto przypomnie¢ algorytm rozwigzywania nierownosci wymiernych.
I sposob:

1. Wyznaczamy dziedzine nierownosci wymierne;j.

2. Sprowadzamy nieré6wnos¢ do postaci ogolnej - przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedna stron¢ nieréwnosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Nieréwno$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej przy wyznaczonej dziedzinie nieréwno$ci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzineg.

IT sposéb:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.
2. Mnozymy obustronnie nier6wnoS¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.
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3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danejnieréwnosci.

6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwnos$ci wymiernej uwzgledniajgc dziedzing.

Wazne!

Zwro¢my uwage na to , ze przy rozwigzywaniu nieré6wnosci wymiernej drugim
sposobem, nie mozemy mnozy¢ obustronnie nierownosci przez mianownik wyrazenia
wymiernego, jesli nie wiemy jaki on ma znak, czy ujemny czy dodatni. Jesli znak
mianownika bylby ujemny, to po pomnozeniu nieré6wnosci przez ten mianownik,
musielibySmy zmieni¢ zwrot nierownosci.

Przyktad 1

Zatozmy, ze wodolot musi przeptyng¢ z Gdyni do Helu (18 km) w czasie krotszym niz
20 min.

Rozwigzmy nier6wnos¢ % < g—g, gdzie v to predkos¢ wodolotu.
Zauwazmy, ze v € (0; +00).

Wowczas

B

gdzie 3v > 0

3-18 < v,

54 < w.

Wodolot przeptynie z Gdyni do Helu (18 km) w czasie krotszym niz 20 min, gdy sredni
predkos¢ wodolotu bedzie wieksza niz 54 kTm

Przyktad 2

Rozwigzmy nierownos¢ % < 0.

Wyrazenie % zapisane w nieréwnosci jest okreslone, gdy « # 0.
D =R\ {0}.

Rozwigzemy nierownos¢ wymierng I sposobem.

Skorzystajmy z ponizszej rownowaznosc:



il <0 & Wi(z) - Walz) <0 A Wa(z) #0.
Wowczas otrzymujemy

2 <0e22<0Az #0.

Zatemx < 0 Az # 0.

Rozwigzaniem nierownosci % < 0 jest przedziat (—o0; 0).
Przyktad 3

Rozwigzemy nierownos¢ i—’; < 2.

Rozwigzujac powyzsza nieréwnosé nie mozemy zapomnieé o zatozeniach. Zatem z2 # 0,
czyli x # 0.

D =R\ {0}

Nastepnie rozwigzujemy nierownosc i—f < 2, wykonujgc dziatania na potegach po lewej

stronie nierd6wnosci.
Stad = < 2
% xr — ¢

Pomnoézmy obie strony nieréwnosci przez z2. Zauwazmy, ze £2 > 0, wiec zwrot
nierownosci nie ulega zmianie.

Wowezas bz < 2z2,

222 — 5x > 0.

Wytaczmy 2z przed nawias

2z ({E — %) > 0.

Wielomian W(z) = 2z(z — ) ma dwa pierwiastki jednokrotne: 0 oraz 2, 5.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnosci wymiernej D = R\ {0} szkicujemy wykres.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest zbior (—oo;0) U (2, 5; 400).
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Przyktad 4

Funkcja okreslona jest wzorem f(x) = %. Wyznaczmy te argumenty, dla ktorych funkcja

f przyjmuje niemniejsze wartosci niz funkcja g(z) = — 2—2.

. . . , ’ 2 1_() _&
Rozwigzemy nierownosc == > e

D =R\ {0}

Pomno6zmy obustronnie nierébwno$¢ wymierng przez z*, bo z* > 0.
05 8.y

Zwrot nier6wnosci nie ulegnie zmianie

10z > —80| : 10,

zd > -8,

z2 +8>0.

Skorzystajmy ze wzoru skréoconego mnozenia

a®+ b = (a+b)(a® — ab+ b?).

Wowczas

(z+2)(2? — 2z +4) > 0.

Wielomian W (z) = (z + 2)(2® — 2z + 4) ma jeden jednokrotny pierwiastek: (—2).

Uwzgledniajac D = R \ {0} szkicujemy wykres.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci f(x) > g(z) jest zbiér x € (—2;0) U (0; +00).
Przyktad 5

. . o1 1
Rozwigzemy nierownosc |F‘ < 5



Rozwigzujac powyzsza nieréwnosé nie mozemy zapomnieé o zatozeniach. Zatem 3 # 0,
czyliz # 0

D =R\ {0}

Rozwigzemy nieréwnos¢ w przedziale (—oo; 0):
—% < 2,1—7‘ . 27m6,gdzie 2725 > 0

—2723 < 28,

—z*(2® +27) <.

Wielomian W(z) = —z3 (3:3 + 27) ma jeden trzykrotny pierwiastek: 0 oraz jeden
jednokrotny pierwiastek: (—3).

Szkicujemy wykres uwzgledniajgc dziedzing D = R \ {0}.

N

Rozwigzaniem nieréwnosci — - < 5= jest przedziat (—oo; — 3) U (0; +00).
Wyznaczamy cze$¢ wspolna przedziatow:

(—00;0) N [(—00; — 3) U (0; +-00)] = (—o0; — 3).

Nastepnie rozwigzmy nierowno$¢ w przedziale (0; +00):

= < 57| - 2728, gdzie 2725 > 0

2723 < 28,

w3(—a:3 + 27) < 0.

Wielomian P(z) = z°(—z® + 27) ma jeden pierwiastek trzykrotny: 0 oraz jeden
jednokrotny pierwiastek: 3.

Uwzgledniajac dziedzine D = R \ {0} szkicujemy wykres.



Rozwigzaniem nieréwnosci - < 3= jest zbior (—oo; 0) U (3; 4-00).
Wyznaczamy cze$¢ wspolna przedziatow:

(0;4+00) N [(—o00; 0) U (3; +00)] = (3; +00).

Wyznaczmy sume przedzialow:

(—o0; —3) U (3; +00).

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—oo; —3) U (3; 4+-00).

Stownik
dziedzina nieréwnosci wymiernej

dziedzing nierownosci wymiernej s wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem
pierwiastkow wielomianu W5 (x) znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
W1 (IE)

W(x)
D =R\ {z: Wy(z) = 0}

pierwiastek wielomianu

pierwiastkiem wielomianu W (z) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktorej W(a) = 0



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem przedstawionym na infografice, a nastepnie wykonaj polecenie 2 i 3.

Polecenie 2

Uzupetnij zdania.

Zbiorem rozwigzan nierdwnosci:

%>Ojest§

< Ojesté

1
.’132
%EOJesté
%SOjesti

zbiér pusty ’ zbidr liczb rzeczywistych z wyjatkiem zera ’

zbior liczb rzeczywistych dodatnich ’ ‘ zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem zera

zbidr pusty ’ zbidr liczb rzeczywistych ujemnych ’

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci:

zbidr liczb rzeczywistych ujemnych ‘ zbidr liczb rzeczywistych dodatnich

zbidr liczb rzeczywistych z wyjatkiem zera ’ ‘ zbioér pusty

zbior liczb rzeczywistych ujemnych ‘ zbior liczb rzeczywistych dodatnich




Polecenie 3

. . ., , . 12 .
Rozwigzaniem nieréwnosci ;37 > - Jest

O x€<—\/§;0)u(0;\/§>
O xe(—oo;—\/ﬁ>U<\/§;+oo)

O ze€(—2;0)U(0;2)

O z € (—o00;—2) U (2;+00)



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1 ¢

4
Wskaz liczby spetniajgce nierownosc % >0

) V6
ol
o

(] =«

Cwiczenie 2 @
Pogrupuj nieréwnosci ze wzgledu na ich rozwigzanie:

z € (0;+00)

11 10
3 20| %= <0
3 2 6
—2 >0/ 2502 <
—2° || 322 <
.’IZE(—OO;O) Bpls — o

= >0




Cwiczenie 3

. . . 7 z . 6
Rozwigzaniem nieréwnosci % > 5 sa:

O z € (—o0;—1)U(1;400)
O ze€(-1;0)U(0;1)

O ze(-L1)

Cwiczenie 4

Rozwigzaniem nieréwnosci

i~3|>—\
vV
—

jest

jest

jest

jest

z € (0;1)

z € (—2;0) U (0;2)

z € (0;1)

z € (0;2)



Cwiczenie 5
Sposréd ponizszych nierownosci wskaz te, ktorg spetnia doktadnie szes¢ liczb catkowitych.
1
O |3]>6
1
O [3]>4

O Zl>%

»l>|r—ﬂ

O |+l>
Cwiczenie 6

Funkcja f okre$lona jest wzorem f(z) = % Wyznacz argument bedacy najwiekszg liczbg
catkowita, dla ktorej funkcja f przyjmuje wartosci nie mniejsze niz %.

Zakoduj kolejno cyfre setek, dziesigtek i jednosci kwadratu otrzymanego wyniku, gdzie

m=3,14.

Cwiczenie 7

Funkcja okre$lona jest wzorem f(z) = 13 Wyznacz te argumenty, dla ktérych funkcja f

X
przyjmuje mniejsze wartosci niz funkcja g(x) = i—‘é.

Cwiczenie 8

Rozwiaz nieréwnos¢ |z| < %ii.



Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Nierowno$ci wymierne, w ktorych licznik i mianownik to jednomiany
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rownania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
:L'(mxtl) + z+1 2 (:cfl)a(varl)

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

e rozwigzuje nierownosci wymierne, gdzie w liczniku i w mianowniku wystepuje
jednomian;

o doprowadza nierownos¢ wymierng do rownowaznejnierownosci wielomianowej przy
wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymierne;.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
 analiza materiatu zrodtowego (poréwnawcza);
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przed lekcjg przypominajg sobie sposoby rozwigzywania rownan
wymiernych, nierownosci wielomianowych, wyznaczania dziedziny utamka
algebraicznego, skracania i rozszerzania utamkow algebraicznych.

» Uczniowie czytaja w domu przyktady z sekcji ,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Nierownosci wymierne, w ktorych licznik
i mianownik to jednomiany”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie analizujg materiatl przedstawiony w sekcji ,,Infografika”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

2. Uczniowie wykonuja w grupach 3-osobowych lub 4-osobowych polecenie nr2i 3
z sekciji ,Infografika”.

3. Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ zadan. W razie watpliwosci udziela odpowiedzi na
zadane przez uczniow pytania.

4. Nastepnie uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 2,5,6 w sekcji ,Sprawdz si¢”. Grupa, ktora
poprawnie rozwigze ¢wiczenia jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢



uczniow ocenami za aktywnosS¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy
i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie kolejne ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
« Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Nierownos§¢ wymierna, w ktorych licznik
i mianownik to jednomiany” i inicjuje krotkg rozmowe na temat zrealizowanych celow

(czego uczniowie si¢ nauczyli).
» Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i uzupetnia informacie.

Praca domowa:

» Uczniowie tworzg dwa wiasne przyklady nieréwnosci wymiernej, w ktorych licznik
i mianownik to jednomiany. Jednym z rozwigzan nieréwnosci wymiernej ma by¢ zbior
liczb rzeczywistych lub zbior pusty.

Materialy pomocnicze:

» Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
» Nieroéwnosci wielomianowe

Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzystac¢ na lekcji ,Nierownosci wymierne” jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy z nierownos$ci wymiernych.
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