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Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym
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Turtles all the way down, czyli zotwie do samego konca to powiedzenie nawigzuje do
legendy, wedtug ktorej to zotw podtrzymuje ptaskg Ziemie na plecach. Ten zotw stoi na
grzbiecie jeszcze wigkszego zotwia, ktory stoi na plecach jeszcze wiekszego zotwia, ktory
stoi na plecach jeszcze wigkszego zotwia i tak — w nieskonczonosc ...



Zbtwie rzeczne

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Zotwie stojacy jeden na drugim to matematyczny odpowiednik rekurencji. W tym materiale
pokazemy, jak rekurencyjnie mozna okreslac cigg arytmetyczny i na podstawie takiego
wzoru bada¢ wiasnosci tego ciggu.

Twoje cele

o Okreslisz cigg arytmetyczny w sposob rekurencyjny.
» Na podstawie wzoru rekurencyjnego ciggu arytmetycznego wyznaczysz wlasnosci
tego ciagu.




Przeczytaj

Przyktad 1

Szwaczka wedtug planu powinna uszy¢ 10 sukienek dziennie. Za uszycie jedenaste;j
sukienki otrzymuje 30 z}, a za uszycie kazdej nastepnej sukienki otrzymuje o 10 z wigce;j
niz za uszycie poprzednie;j.

Oznaczajgc przez s, kwote, ktorg otrzyma szwaczka za uszycie n-tej sukienki ponad
plan, mozemy zapisac:

81:30
§9 =581+ 10

83:82+10

Spy1 = Sp + 10
Zauwazmy, ze liczby sq, $9, 83, . . ., 8, tworzg ciag arytmetyczny o roznicy 10.

Ciag ten zdefiniowany jest wzorem rekurencyjnym.

81 = 30
Spi1 = 8p, + 10

Istotg definicji rekurencyjnej jest odwotywanie sie do samej siebie. W takiej definicji ciggu

w wyrazeniu definiujgcym, obok symbolu zmiennejn wystepuje symbol definiowanego
ciggu. Zatem wyraz ciggu zalezy nie tylko od zmiennejn, ale tez od jednego lub kilku
wyrazow poprzednich.

Definicja: Ciag zdefiniowany rekurencyjnie
Mowimy, ze ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazow tego
ciagu.

Wzor definiujgcy ciag w taki sposob, nazywamy zalezno$cig rekurencyjna.



Aby zapisa¢ zalezno$¢ rekurencyjng dla ciggu arytmetycznego (co najmniej
trzywyrazowego), ustalamy najpierw pewna liczbe a (pierwszy wyraz ciggu) i liczbe r
(roznice ciagu).

Wzor rekurencyjny ciggu arytmetycznego (a,,):

a; — a
)
Api1 = ap + T
gdzie:

a — pierwszy wyraz ciagu,
r —roznicaciaggu,n =1, 2, 3, 4, ...

Przyktad 2

Zapiszemy wzor rekurencyjny ciggu arytmetycznego siedmiowyrazowego (a,,)
o wyrazach:

3,7,11,15,19, 23, 27.

Odczytujemy pierwszy oraz drugi wyraz ciggu i okreslamy roznice ciggu.
a; =3

as =17

r=7-3=4

Zapisujemy wzOr

=3
{al Lgdzien=1,2,3,..., 7.
ani1 =0, +4

Przyktad 3
Ciag (a,) spelnia nastepujgce warunki:

e pierwszy wyraz jest rowny 20, czyli a; = 20,

o kazdy nastepny wyraz jest o 3 mniejszy od poprzedniego.
Powyzsze warunki pozwalaja na okreslenie kolejnych wyrazéow ciggu:
a; = 20
a =20—-3 =17

0,3217—3214



javascript:void(0);

Taki sposob wyznaczania wyrazow ciggu jest uciazliwy, bo gdybySmy musieli obliczy¢ np.
wyraz setny, to trwatoby to do$¢ dlugo. Zatem wygodniej jest zapisa¢ wzor ciggu
w sposob rekurencyjny i na podstawie tego wzoru, znalez¢ wzor ogélny ciggu.

Wzor rekurencyjny:

— 20
{al gdzien=1, 2, 3, ...
ani1 =0, — 3

Okreslamy roznice ciggu.
r=17-20= -3

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu.
a,=20+(n—-1)-(-3)=—-3n+23

Wiemy juz, ze na podstawie wzoru rekurencyjnego mozemy znalez¢ dowolny wyraz
ciagu, ale procedura jest wtedy znacznie dtuzsza, niz przy wykorzystaniu wzoru
ogolnego. Gdyz, aby wyznaczy¢ wyraz k-ty, musimy zna¢ wszystkie wyrazy o numerach
mniejszych od k.

Przyktad 4

Znajdziemy pigty wyraz ciggu arytmetycznego (c,) okreslonego wzorem

C1 = 1

Chy1 =Cp + 1’
gdzie:
n=12, 3, ...

Wyznaczamy kolejne wyrazy ciagu, az do cs.

cg=1

co=14+1=2
cg=2+1=3
cu=3+1=4
cs=4+1=5

Odpowiedz:



Piaty wyraz ciagu jest rowny 5.

Wzoér rekurencyjny ciggu mozemy zapisa¢ rowniez w przypadku, gdy znamy co najmnie;j
dwa wyrazy ciggu arytmetycznego lub zaleznosci taczace wyrazy ciggu.

Przyktad 5

Wyrazy ciggu arytmetycznego (a,, ), okreslonego dlan > 1, spetniajg ponizszy uktad
rownan.

a3+a6:—0,5
CL4+CL7:—1,5

Wyznaczymy wzor rekurencyjny tego ciggu.

Aby zapisa¢ wzor rekurencyjny, na podstawie podanego uktadu rownan, bedziemy
musieli znalez¢ pierwszy wyraz ciggu i roznice ciagu.

Zauwazmy,ze a4 = az +riay = ag + 7.
Uklad rownan zapisany w tresci zadania przyjmuje wiec postac:

a3+a6:—0,5
az+r+ag+r=-1,5

Odejmujemy od drugiego rownania pierwsze rownanie uktadu i wyznaczamy réznice
ciggu.

2r = —1
_ 1
r=-3

Zapisujemy wyrazy pierwszego réwnania za pomocg pierwszego wyrazu ciggu i roznicy
ciggu.

as + ag = —0,5

a1 +2r+a;+5r=-0,5

W miejsce r podstawiamy wyznaczong liczbe.

2a1 +7-(—5) = —0,5

2a1 =3

Z otrzymanego rOwnania wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.

CL1:1,5




Zapisujemy wzor rekurencyjny ciggu.

CL1=1,5 )
,ad =1,23,...
{an+1 — a,-0,5 gazie n

Na podstawie ciggu rekurencyjnego, mozemy bada¢ wtasnosci ciggu arytmetycznego.
Przyktad 6

Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego (a,) okreslonego wzorem:

a1 =3 _gdzien=1,2,3, ...

Obliczamy drugi wyraz ciggu i wyznaczymy roznice ciagu.

az =—v3+2V3=+3

r=v3-(-v3) =2v3

Zapisujemy wzOr ogoélny ciggu.

a, = —\/§—|—(n—1)-2\/§=2n\/§—3\/§

Badamy roznice dwoch kolejnych wyrazow ciggu.
Api1 — Qp = (2n\/§ — \/5) — (277,\/5 — 3\/5)

Qni1 —a,=2nV3—-v3—-2nv/3+3vV3=2V/3>0

Roznica jest liczbg dodatnia. Wnioskujemy, ze a,, 1 > a,, a to oznacza, ze ciagg jest
rosnacy.

OdpowiedZ:

Ciag (a,) jest ciggiem rosngcym.

Stownik
wzor rekurencyjny ciggu arytmetycznego

wzor rekurencyjny ciggu arytmetycznego (a,,):

a —a
)
Apt1 = Qp + T




gdzie:
a - pierwszy wyraz ciagu,
r —roznica ciggu,n =1, 2, 3, 4, ...



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika - staraj sie najpierw samodzielnie rozwigza¢ zadania.

Polecenie 2

Znajdz piec¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (by,).

by = —2
,gdzien =1, 2, 3, ...
{bn+1:bn_3 gdzien



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag arytmetyczny (b,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym
{61 = /2

,gdzien =1, 2, 3, ...
b1 = by + L2

Szosty wyraz uagu to:

0 5
0 1f
O 2v/2

Cwiczenie 2

Zaznacz wzdr rekurencyjny ciagu arytmetycznego (a,,) o poczatkowych wyrazach
512, 320, 128, —64, ...

aq S
8 ,gdzien=1,2, 3, ...
ani1 = 512-a,

CL1—512 .
8 ,gd2|en:1,2, 3, ...

O

O

a1 = 512
edzien—=1,2, 3, ...
i1 = an — 192 84T

O

a; = 512 _
dzien=1,2, 3, ...
{an+1—512—i—ang2|en 5



Cwiczenie 3

Ciag (16, x, 9) jest arytmetyczny o wyrazach dodatnich. Uzupetnij obliczenia prowadzace do
wyznaczenia wzoru rekurencyjnego ciggu. Wpisz odpowiednie liczby.

Ciag jest arytmetyczny, zatem

2z = 16+
2x = 25
x=12,5

Wyznaczamy réznice ciagu.

12,5—| =-3,5

Zapisujemy wzoér rekurencyjny ciggu.

alz‘ ’ian+1=an—3,5.

Cwiczenie 4

Dtugosci aq, a9, as krawedzi prostopadtoscianu o objetosci 28 tworza (w tej kolejnosci) cigg
arytmetyczny rosnacy, a ich suma jest rowna 12. Oblicz dtugosci krawedzi tego
prostopadtoscianu i uzupetnij wzér rekurencyjny ciggu, utworzonego przez dtugosci tych

krawedzi, przeciagajac odpowiednie liczby lub wyrazenia.

gdzien =1, 2.

126 ][4 ][3an ] [@nt8]|7][en=3][1][an+7]




Cwiczenie 5

Ciag arytmetyczny (a,,) okreslony jest wzorem

= -5
{al ,gdzien =1, 2, 3, ...
Any1 =2+ a,

Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Trzeci wyraz tego ciggu jest

liczbg dodatnia. O O

lloczyn drugiego
i czwartego wyrazu ciggu
jest rowny iloczynowi O O
trzeciego i pigtego wyrazu
tego ciggu.

Réznica miedzy trzecim
a drugim wyrazem tego
ciggu jest réwna roznicy O O
miedzy czwartym a trzecim
wyrazem tego ciggu.

Rdéznica tego ciggu jest O O
liczbg ujemna.
Wzér ogdlny ciggu to

a, =2n —T7. O O



Cwiczenie 6

Potacz w pary wyrazy ciggu arytmetycznego i wzor ciggu zapisany w postaci rekurencyjnej.

11. 16, 21, 26 =
3~ ) p oo Ay = /_25+an

a; = 64
-8, —5, —2

— 5
Ant1 = Qp — 2

(. 3
10, — 50, — 110, ... {al_( 2)
an+1 =3+ an

{(11:10
64, 32, 0, —32, ... apy1 = —60+a,

Cwiczenie 7 @

Zapisz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego (a, ) o wyrazach dodatnich, okre$lonego
nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

{0,1:2

a; =m ,gdzien=1,2,3,4,...imeR

_ 2a,14
an+2 = —g9

Cwiczenie 8 @

Suma trzech kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynosi 49, 5. lloczyn
pierwszego i drugiego wyrazu jest rowny 231.

Zapisz wzor rekurencyjny tego ciggu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigg arytmetyczny okres§lony wzorem rekurencyjnym
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

{a1 = 0,001
a)

an = an"‘%‘an(l_an)

a; —
D)< as =1 ;

Api2 = Api1 + Ay
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy;
5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciaggdéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:



Uczen:

» okresla cigg arytmetyczny w sposob rekurencyjny
e napodstawie wzoru rekurencyjnego ciggu arytmetycznego wyznacza wlasnosci tego

ciggu
Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» wykres Ishikawy
« analiza morfologiczna
e metoda2 -1

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg 2 - 1 (dwoch zadaje pytania, jeden odpowiada) powtarzaja
wiadomosci na temat sposobow wyznaczania wzoru ogélnego ciggu arytmetycznego.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z materiatami z sekcji ,Przeczytaj” oraz
z infografikg. Nastepnie analizujg zaleznosci przyczynowo - skutkowe w zadaniach
zwigzanych ze wzorem rekurencyjnym ciaggu arytmetycznego i sporzadzaja wykres
Ishawy pokazujacy te zaleznosci.

2. Grupy prezentujg swoje wykresy i wspolnie ustalajg algorytm rozwigzywania zadan
z wykorzystaniem wzoru rekurencyjnego ciggu arytmetycznego.

3. Ostatnim elementem tej czesci lekcji jest wspolne rozwigzywanie ¢wiczen
interaktywnych 1 - 4 i analiza morfologiczna problemow zwigzanych z zastosowaniem
rekurencji zwigzanej z ciggiem arytmetycznym.

Faza podsumowujaca:



1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie w domu ¢wiczen 5 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Cigg arytmetyczny

Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wykorzystana na lekcji pokazujgcej sposoby tworzenia wzorow
rekurencyjnych funkcji.
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