Obraz okregu w symetrii wzgledem osi X
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Obraz okregu w symetrii wzgledem osi X
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Zrédto: Marius Lelouard, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Wykres funkcji y = — f(z) powstaje w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji y = f(x)
przez symetri¢ osiowa wzgledem osi X. Jak jednak wyznaczy¢ obraz okregu w symetrii
wzgledem tej osi, skoro rownanie okregu nie jest funkcja?

Twoje cele

e Wyznaczysz rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem osi X.
e Wyznaczysz rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej
rownoleglejdo osi X.

» Zastosujesz poznane zaleznosci rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;j.



Przeczytaj

Na poczatek przypomnimy pojecie symetrii wzgledem proste;.
Definicja: Symetria osiowa

Symetrig osiowa wzgledem prostej ! nazywamy przeksztalcenie geometryczne, w ktérym
kazdemu punktowi A, A £ [, przyporzadkowujemy taki punkt A’, dla ktorego prosta AA’

— —
jest prostopadia do prostejl i wektory LA oraz LA’ sg przeciwne, gdzie punkt L jest
punktem wspoélnym prostej AA’ i proste;jl.
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Jedli A € [, to obrazem tego punktu w symetrii osiowejwzgledem prostej! jest ten sam
punkt. Symetri¢ osiowg wzgledem prostejl oznaczamy .S;.

Okreslimy zaleznosci miedzy wspotrzednymi punktow symetrycznych wzgledem proste;j

orownaniu y = 0 (08 X):
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Zauwazmy, ze:
e odciete punktow A i A’ sa rowne,
e rzedne punktow A i A’ sg liczbami przeciwnymi.

Zatem:

Narysujemy teraz okregi symetryczne wzgledem osi X.
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Zauwazmy, ze Srodki tych okregoéw sg punktami symetrycznymi wzgledem osi X, za$
promienie sg rowne.

Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu o rownaniu (z — 3)2 + (y — 3)2 = 4 w symetrii
osiowejwzgledem osi X.

Rozwigzanie:

Obrazem punktu A = (z,y) w symetrii osiowej wzgledem osi X jest punkt A’ = (z, —y),
wiec zmieniajgc y na (—y), otrzymujemy:

(~y=3)"=(~(y+3))" = (y+3)"
Stad rownanie obrazu okregu ma postac:
(z -3+ (y+3)° =4

Ponizszy rysunek przedstawia dany okrag oraz jego obraz w symetrii osiowej wzgledem
osi X.
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Przyktad 2

Napiszemy rownanie okregu, ktorego obrazem w symetrii wzgledem osi X jest okrag
oréwnaniu 22 +y> — 2z + 2y — 2 = 0.

Rozwigzanie:

Zmieniajgc y na (—y), otrzymujemy:
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w2+ -2 —2y—2=0.
Przyktad 3

Udowodnimy, ze okrag o srednicy AB, gdzie A = (—3,4); B = (—1,0), jest symetryczny
do okregu o $rednicy CD, gdzie C = (—4,—1); D = (0, —3), wzgledem osi X.

Rozwigzanie:
Wyznaczymy wspotrzedne srodkow tych okregow i dtugosci ich promieni.

Dla okregu o Srednicy AB:

Si= (52, 450), cayli S = (-2,2)im = /(-1 +3) + (0~ 4)* = } - VB0 = V5.

Dla okregu o $rednicy C'D:

Sy = (52, =3), czyli Sp = (—2,-2) i

=3y 0+4° +(-3+1)° =% V=5,

Poniewaz promienie tych okregdéw majg rowne dlugosci: r; = ry = V/5, a srodki Sy i Sy
sa punktami symetrycznymi wzgledem osi X, to okregi sa symetryczne wzgledem osi X.

Przyktad 4

Wyznaczymy pole trojkata ABC), jesli A jest srodkiem okregu o rownaniu

z? +y? + 2z + 4y — 5 = 0, B jest srodkiem okregu o’ symetrycznego do danego okregu
wzgledem osi X, za§ C jest punktem styczno$ci okregu o’ i prostej o réwnaniu
y=—-3x+09.

Rozwigzanie:

Wyznaczymy wspotrzedne punktu A oraz dlugo$¢ promienia r; okregu o rownaniu
22+ y?+2x+4y—5=0.

Skorzystamy z rownania ogolnego okregu: 2 + y*> — 2ax — 2by + ¢ = 0 (punkt
A = (a,b) jest jego srodkiem, zas promien r ma dlugoséc¢: r = va? + b? — ¢). Zatem:

—2a = 2,stad a = —1,

—2b=4,stad b = -2,

ri= /(=1 + (=2) = (-5) = I+ 455 = V0.

Poniewaz punkt B jest Srodkiem okregu symetrycznego do danego okregu wzgledem osi
X, to B = (—1,2)ijego promief ma dtugoé¢ r2 = v/10. Rdwnanie tego okregu ma



postaé: ° + y* + 2z — 4y — 5 = 0.
Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu C.

Rozwigzemy uklad rownan:

y=—-3x+9
2+ 42 —4y—5=0

Po podstawieniu za zmienng y w drugim rownaniu zaleznosci z pierwszego rownania,
mamy:

22+ (=32 +9) +2¢ —4(-32x+9) —5=0
r? + 922 — 54z + 81 +2x + 122 — 36 — 5 =10
1022 — 40z +40 =0

2 —4x+4=0

(ar3—2)2 =0

T = 2.

Punkt C' ma wspotrzedne: C' = (2, 3).

Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (z4,y4); B = (zB,y5); C = (¢, yc) wyraza
sie wzorem:

P= 3 |(zp—z4)(yc —ya) — (ys — ya)(zc — 4)|.

P=1-](-1- (-1)B - (-2) - 2 (-2~ (-1)| =

= & . |—12| = 6.

Niech 7 : y = h bedzie prostg rownolegta do osi X, a P’ = (z’,y’) obrazem symetrycznym
do punktu P = (z,y) wzgledem tej proste;j.
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Widzimy, ze ’ = x. Punkt P, jako $srodek odcinka PP’, ma odcietg yo = ?’J’Ty gdzie

=z
y=2h-y

Zauwazmy, ze jezeli h = 0, to z powyzszych wzoréw otrzymamy wspotrzedne punktu

Yo = h, zatem:

symetrycznego wzgledem osi X:

Przyktad 5

Punkt P’ jest symetryczny do punktu P o wspoirzednych (—\/7 , \/§> wzgledem proste;

orownaniu y = 4. Wyznaczymy wspoirzedne punktu P’ oraz rownania okregow
o $Srodkach w punktach P i P’ i promieniu, ktorego dlugo$¢ jest jedyna liczba catkowita
dodatnig spetniajagca nierownosé: x® — 4z < 0.

Rozwigzanie:
Wyznaczymy najpierw wspoirzedne punktu P’.
Sposob I

Wykorzystamy wzory Sy, : T=

Mamy zatem:




P =(2,2h—y) = (—V7,4+4-V3) = (—v7,8 - V3).
Sposob 11

Wykonamy rysunek pomocniczy.
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P = (z1,5),

T = —\/7 )

y1:4+(4—\/§) =8—1/3,

P = (~v7,8-V3).

Rozwigzemy teraz nierowno$¢ z3 — 4z < 0 i wyznaczymy dlugosci promieni okregow.
Zauwazmy, ze z° — 4z = z(2? — 4) = z(z — 2)(z + 2).

Nierownos¢ przyjmuje wiec postaé: z(z — 2)(z + 2) < 0.

z € (—o00,—2)U(0,2)



Jedyna liczbg catkowita dodatnig spetniajacqg nieréwnosc jest 1, zatem r = 1.

Rownanie okregu o srodku P i promieniu r ma wiec postac:

2 2
(:c + \/7) + (y — \/§) = 1, za§ rébwnanie okregu o srodku P’ i promieniu r ma postac
2 2
(x+x/_7) + (y—8+\/§) _1.

Stownik
punkty symetryczne wzgledem proste;j

punkty, ktore leza na prostej prostopadiej do tej prostej, po przeciwnych jej stronach
i w réwnych od niej odleglosciach

punkty symetryczne wzgledem osi X

punkty, ktorych odciete sa rowne, zas rzedne s3 liczbami przeciwnymi



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj polecenia pod nia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D18ZA7nqU
Polecenie 2

Okresl wzajemne potozenie okregu o i jego obrazu w symetrii wzgledem osi X, jesli:
a)o: z? + (y—4)° =20

bo: (z—4)*+142=6

o: (x—3)%+ (y—6)* =32

do: (z+3)°+ (y—2\/§)2 =12


https://zpe.gov.pl/a/D18ZA7nqU

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Uzupetnij tabele tak, by punkt A’ byt obrazem punktu A wzgledem danej proste;.

A=(8,-3),A=(8,-3),A=(8,-3),A=(8,0),y=—-4y=1y=0,y=1,
A=(8,5), A = (8,3)
Punkt Obraz punktu Prosta
A’ = (8,-3) y = —4
A= (8,-3) y =1
A=(8,-3) y =0
A’ = (8,0) y =1
Cwiczenie 2

Potacz w pary punkty symetryczne wzgledem prostej y = 3\/5.

(32) (0.4v2)

(0-v3-1) (0003
(0,0) (0,6v2+1)
(0,1) (0,6v2 1)

(07 _1) (0, 7\/§+ 1)



Cwiczenie 3 @
Uzupetnij tabele by punkty A i A’ byty symetryczne wzgledem danej prostej

(3,5), (f, —ﬁ), (3, —21), (ﬂ, _m), y= 2 y=—v2, (ﬁ, V2 + 1),
(\/i,x/i—l), (x/ﬁ,zﬁ),y:o,y:&y: 13

Punkt A Punkt A’ Prosta
(3,5) 3,—21)
(\/— : —\/§> y =2
(v2,-3v2) )= /2

Cwiczenie 4

Dwa okregi ci ¢’ sg symetryczne wzgledem pewnej prostej rownolegtej do osi 2. Na okregu c
lezy punkt B = (3,5). Jego obrazem na okregu ¢’ jest punkt B’ = (3, —4). Rdwnaniem osi
symetrii tych okregéw jest rownanie:

O y=2
O y=1
O y=+%

O y=32




Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Punktem symetrycznym wzgledem osi X do punktu
(—267,125) jest punkt:

O (267,125)

O (267,-125)

O (—276,—125)

O (125, —267)

Cwiczenie 6

Wyznacz obraz okregu o $rodku (2, —3) i promieniu 1, 5 wzgledem prostej o réwnaniu y = 3.



Cwiczenie 7 @

Figura narysowana ponizej sktada sie z punktéw o wspotrzednych spetniajacych warunek
zapisany pod rysunkiem.

IN IV

4
9

{(w4>2+(y+1)2
(z —4)° + (y+ 1)°

a) Jaki warunek spetniajg punkty obrazu tej figury (pierscien kotowy) w symetrii osiowej
wzgledem osi Y?

b) Jaki warunek spetniaja punkty obrazu tej figury (pierscien kotowy) w symetrii osiowej
wzgledem prostej rownolegtej do osi X o rownaniu y = 3?

Cwiczenie 8 @

Rozwazmy trojkat, ktérego wierzchotkami sg punkty (—1, — 1), (3, — 1) oraz
(1, 2v/3 — 1). Znajdz pole figury, ktora jest czesScig wspolng tego trojkata i jego obrazu
w symetrii wzgledem prostej y = V3-1



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obraz okregu w symetrii wzgledem osi X

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = r2;

7) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych, symetrii Srodkowej (o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych).

Zakres rozszerzony. Uczen:
1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza réwnania okregow symetrycznych do danych wzgledem osi X;;

e wyznacza rownania okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej rownolegle;
do osi X;

 stosuje poznane zaleznosSci do rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;j.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;



o konektywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
e pokaz multimedialny;
e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu, gtosnikow i tablicy interaktywnejlub projektora;
» materialy zawarte w e-podreczniku.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja zaleznosci miedzy wspotrzednymi punktow symetrycznych
wzgledem osi X.

2. Uczniowie przypominajg wiadomosci dotyczace figur symetrycznych wzgledem
proste;j.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

[\

. Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materialu zawartego w sekcji
LPrzeczytaj’

. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek.

. Uczniowie analizujg prezentacje multimedialng i omawiajg ja wraz z nauczycielem.

. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.
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. Uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.
2. Uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.



3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

e Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktére nie zostaty
rozwigzane na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Symetria osiowa
Wskazowki metodyczne:

Analiza problemow zawarta w prezentacji multimedialnej moze pomoc uczniom do
przygotowania si¢ do pracy samodzielnej podczas lekcii.


https://epodreczniki.pl/a/symetria-osiowa/DGjz9viBi

