Wzory redukeyjne dla katéw 5 + a
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Zrédto: dostepny w internecie: Obraz emememy z Pixabay.

Udowodni¢ wzory redukcyjne dla katow 4 — a jest sosunkowo tatwo. Korzystamy wtedy
z wlasnosci trojkgta prostokgtnego. W tejlekcji zastanowimy sie, jak udowodni¢ wzory
redukcyjne dla katéow 4 + . Tym razem musimy skorzysta¢ z bardziej zaawansowanyh
narzedzi. Przeanalizuj doktadnie dowody przedstawione w tejlekcii.

Twoje cele

» Poznasz wzory redukcyjne dla katow 4 + a.

» Wykorzystasz definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens oraz zaleznosci miedzy
funkcjami trygonometrycznymi do wyprowadzenia wzorow redukcyjnych dla katow
5 +a.

» Wykorzystasz wzory redukcyjne oraz inne wtasnosci funkcji trygonometrycznych do
rozwigzywania zadan.



https://pixabay.com/pl/users/emememy-9418686/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771

Przeczytaj

Definicje funkcji trygonometrycznych

Juz wiesz, ze miedzy funkcjami trygonometrycznymi roznych katéw zachodza pewne
zwigzki. Poznate$s wzory dla kgtow 5 — a. Postuzymy si¢ nimi w tym materiale.

Niech P = (z,y) bedzie dowolnym punktem lezgcym na koncowym ramieniu kgta
skierowanego . Analizujac ponizsze slajdy przypomnimy definicje funkciji
trygonometrycznych.

Zajmijmy si¢ teraz udowodnieniem ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: o wzorach redukcyjnych dla katow

Dla dowolnego kata o zachodzg réwnosci:

sin(§ +a) = cosa

5 + a) = —sina

tg(% —a) = tga,oﬂetgoz;«éo

Przeanalizujmy dwa dowody omawianego twierdzenia. Oba wykorzystuja wzory dla katow

tg(% —a) = tga,oﬂetga # 0.

Dowéd 1

W pierwszym dowodzie, oprocz wzordéw dla katow 5 — a, wykorzystamy definicje funkcji
trygonometrycznych. Rozwazmy katy (— — a) ( + a) i umie$¢my je w ukladzie
wspo}rZanych Dla przejrzystosm zapisu oznaczmy kat (7 — a) jako B. Wowczas

=a+ B stad B=3 — a.Punkt P(z(3 —a)i (3 +a),y) jest dowolnym punktem
lezqcym na koncowym ramieniu kata skierowanego 8 natomiast punkt P(z’,y’) lezy na
koncowym ramieniu kata skierowanego (5 + ).



Zauwazmy, ze:

LB+a)+a=F +a
2. punkty P(z,y) i P(2’,y’) sa symetryczne wzgledem osi Y. Zatemz’ = —zay = y/.
B+o)+a=5+a

Otrzymujemy zatem nastepujace rownosci:

sin(¥ +a) =% =% =sinf=sin(§ —a) =cosa
cos(%+a) :””7’ = =F :—cosﬂz—cos(% —a) = —sina
tg(5 +a) =4 =" =tgh=—tg(5 —a) =~

UdowodnilisSmy tym samym twierdzenie o wzorach redukcyjnych dla katow.

Zauwazmy, ze wzoru tg(% + &) nie musimy wyprowadza¢ z definicji. Mozemy zastosowac

poznany wczesniej zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata:

sin «
cosa ’

tga =

Podstawiajac otrzymamy:

sin(%—i—a) _ _cosa  __ 1

cos(Z+a) —sina — tga

tg(% + a) = Q.

Przejdzmy do alternatywnego dowodu.

Dowadd 11



Tym razem skorzystamy z parzystosci i nieparzystosci odpowiednich funkc;ji
trygonometrycznych. Udowodnimy je na koncu tego materiatu, w tym miejscu
przypomnijmy jedynie, ze zachodza rownosci:

sin(—a) = —sina

cos(—a) = cos

tg(—a) = —tga.

Stad otrzymujemy, ze

sin(2 + a) =sin(% — (—a)) = cos(—a) = cosa

cos(¥ +a) =cos(¥ — (—a)) =sin(—a) = —sina

s us 1 1
tg(7 + Oé) = tg(? - (_a)) — tg(Ca) T tga-
PrzeSledzimy teraz przyktady.

Przyktad 1

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata %
Wykorzystamy wyprowadzone powyzej wzory.

s b 3m2n s (3m 2T i (E L T — x _ 1
sin - = sln ~—— —s1n(6—|—6)—\/S_1n(2+3)—C083—2
5T s T\ — _gin & — —V3
cosT—cos(2+3)— sin 3 = —

br _4o(m 4oy _ 1 1 _ 3
tg % =tg(5 +5) = e 3 3
Przyktad 2

Doprowadzimy do najprostszej postaci wyrazenie: sin o + cos(% + a) - cos? a.

Wykorzystamy nastepujace wzory:

. cos(% +a) = —sina
o sin? a + cos? a = 1 przeksztalconym do postaci sin? a = 1 — cos? o
Rozwigzanie:
. T 2 e A P T 2 J—
s o + cos( 5 + a) - COS“(x = SInox — SIN ¥ COS“ @ =
= sina(l — cos? a) — sin asin® a = sin® a
Przyktad 3
(T
;. sin“(—~+«a
Uproscimy utamek (3 +a)

1—cos(§+a) ’




W rozwigzaniu wykorzystamy, kolejno, wzory redukcyjne:

. sin(% +a) = cos

. cos(% +a) = —sina,

jedynke trygonometryczng oraz wzor skroconego mnozenia:
e a’ -0 =(a—0b)(a+D).

Mozemy zapisac cigg rOwnosci:

sin?(§+a) _ cos’a __ 1-sina __ (1-sina)(ltsina)
lfcos(1+a) " l4sina = 14sina 1+sin o

sin? (% +a)

1—cos %—i—a

=1 —sinao.

Zatem wyrazenie mozna zapisac jako 1 — sin a.

Przyktad 4

Udowodnimy, ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest rownosc:

(2 sin o + sin(% + a))2 + (— cos(% + a) — 2cos a)2 = 5.

Bedziemy przeksztalca¢ lewa strone rownosci tak dtugo, az dojdziemy do prawe;.

L - lewa strona réwnosci
P - prawa strona rownosci

L= (ZSina + sin(% + a))2 + (— cos(% + a) — 2cosa)2
P=5

Bedziemy teraz przeksztatcac lewq strone wyrazenia korzystajac ze wzorow
sin(§ + @) = cos a. Mamy wiec, ze

L= (2sina+sin(Z +a))’ + (—cos(Z +a) —2cosa)’ =
— (2sina + cos @)’ + (—(—sina) — 2cosa)? =
= (2sina + cosa)? + (sina — 2 cos )’

Zastosujmy teraz wzory skroconego mnozenia:

e (a+b)*=a®+ 2ab+ b

. 9 . .
(2sin o + cos a)” = 4sin® o + 4sin acos a + cos? o

e (a—0b)*=a%—2ab+b?,

2

. 9 . .
(sina — 2cosa)” = sin® a — 4sin acos a + 4 cos? a.


javascript:void(0);

) 2 ) 2
(2sina + cosa)” + (sina — 2cosa)” =

—4sin®a +4sinacosa + cos? a + sin?a — 4sina cosa + 4cos? a =
= 5sina + 5cos a = 5(sinza+cos2 a) = 5.

WykazalisSmy, ze L = P wiec rownos¢ jest prawdziwa.

Na zakonczenie wro¢my do dowodu nieparzystosci funkciji sinus i tangens oraz parzystosci
funkciji cosinus. Chcemy pokazac¢, ze dla dowolnego kata o zachodzg réwnosci:

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
tg(—a) = —tga

Narysujmy w uktadzie wspotrzednych katy skierowane a i —a oraz zaznaczmy punkty
P(z,y) i P(z’,y’) naich ramionach koncowych.

AY

P = (z;y)

<Y

sin(—a) = £ = ¥ =sina
cos(—a)
tg(—a)zg—: = =a

UdowodniliSmy zastosowane wzory.

Wazne!



Oprocz poznanych przez Ciebie funkcji trygonometrycznych sa rowniez dwie funkcje
teraz juz rzadko uzywane: secans i cosecans. Choc islamscy matematycy uzywali je juz
w X wieku, to w Europie funkcje secans wprowadzit dopiero Mikotaj Kopernik w dziele
, O obrotach sfer niebieskich”.

Stownik
wzory redukcyjne

wzory pozwalajace wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata o za
pomoca wartos$ci funkcji kata ostrego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja i rozwiaz zadania.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1F2zuj70

Film nawigzujgcy do treSci materiatu dotyczacejwzorow redukcyjnych dla katow pi
drugich plus a.

Polecenie 2

Wykorzystujac wzory redukcyjne dla katow % + o« oblicz warto$¢ wyrazenia:

i 2T, 2 5w
Sin _3 COs _6
ST 4 2T
tg< g5

Polecenie 3

Doprowadz do prostszej postaci:

1—sin? (%—}—a)

cos ( 3 +a) -cos ( z —a) ’



https://zpe.gov.pl/a/D1F2zuj70

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wiadomo, zesina = 0,25 oraz a € (O; %)

Ocen, czy ponizsze réwnosci sg prawdziwe. Zaznacz rownos¢ prawdziwa.

cos(% + a) = —

»l>|»—t

sin(3 +a) = 4

o O O

sin(% — a) =0,25

O cos(¥ +a)=0,25

Cwiczenie 2

. . _ 5 .
Wiemy, ze cosa = {3 oraza € (0, 5 )
Ocen, czy ponizsze réwnosci sg prawdziwe. Zaznacz wszystkie rownosci prawdziwe.

o o o o




Cwiczenie 3

Uzupetnij luke w zdaniu odpowiednig liczba.

O kacie ostrym a wiadomo, ze tga = @ Wynika stad, ze cos(% + a) =

B

Cwiczenie 4

lle wynosi wartos¢ sin % ? Zaznacz poprawng odpowiedz.

o O O
o=

V2
O %
Cwiczenie 5

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawne odpowiedzi.
Dlakata 8 = % prawda jest, ze:

[ tgB=—v3
) tgp=—%
() sinf=+3

() cosB=—1



Cwiczenie 6

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Wartosé funkcji cos % WYNosi:

Cwiczenie 7 @

Uzupetnij tekst, wpisujac odpowiednia liczbe w puste pole.

Wartos$¢ wyrazenia tg % WYnNosi

Cwiczenie 8 @

Wiemy, ze cos(% + a) = —% oraza € (0; %)

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

135

(] Wartos¢ wyrazenia tg(% + a) + cosa wynosi — g3z

() Warto$¢ wyrazenia cos(§ + a) — sin o wynosi 0.

[ ] Wartos¢ wyrazenia tg(% + a) + cos o wynosi %.

(] Wartos¢ wyrazenia cos(% + o) — sin o wynosi — 15



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory redukcyjne dla katow 5 +a

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

1. stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)*, a® — b%, (a +b)*, (a — b)®,
3 3 . n n
a’—b’,a" —b

VIL. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1. wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegolnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 457,
60°;

2. korzysta z wzoréw sin’ o + cos?

sina .
cosa’?

a=1tga =

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,a
ponadto:

1. stosuje miare tukowg, zamienia miar¢ tukowa kata na stopniowa i odwrotnie;
2. stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:



Uczen:

 poznaje rozne sposoby dowodzenia wzoroéw redukcyjnych dla katow 4 + a,
 stosuje zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata,

» wykorzystuje poznane definicje i wzory do dowodzenia wzorow redukcyjnych,
 analizuje przeprowadzone dowody twierdzen,

« analizuje metody dowodzenia twierdzen oraz wybiera najefektywniejsza metode.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o metoda tekstu przewodniego
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

o arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e uczniowie przypominajg definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujq je na tablicy)

» uczniowie podajg zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi (zapisujq je na tablicy)
e uczniowie podaja wzory skroconego mnozenia (zapisujg je na tablicy)

e nauczyciel podaje temati cele zaje¢

Faza realizacyjna:

e nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy
» kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materialu zawartego w sekciji
Przeczytajmetoda tekstu przewodniego



 uczniowie w grupach analizuja dowody wzorow redukcyjnych dla katow 5 + a oraz
przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj

e nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek

e po dyskusji zapisuja udowodnione wzory i wnioski koncowe na tablicy

» uczniowie ogladajg animacje i omawiajg jg wraz z nauczycielem

e uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela

Faza podsumowujaca:

e wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych przez
nauczyciela; uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate
a nauczyciel udziela wyjasnien

» nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywno$¢ uczniow

Praca domowa:

» zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaty
rozwigzane na lekcji

Materialy pomocnicze:
 Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

Materialy zawarte w animacji uczniowie moga wykorzysta¢ w przygotowaniu sie do lekciji.
Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

