Katy w figurach, przekatne

Twierdzenie i prezentacja multimedialna: suma miar katow tréjkata. Suma miar katow

w n-kacie wypuklym. Twierdzenie i prezentacja multimedialna: o przekatnych wielokata.
Prezentacja multimedialna: katy przylegte.Suma miar sgsiednich katow wewnetrznych

w rownolegtoboku. Suma miar katéw przy jednym ramieniu trapezu. Prezentacja
multimedialna: pole rownolegloboku, pole trojkata, pole trapezu

Prezentacja wzorow na pole powierzchni rownolegtoboku, trojkata, trapezu i czworokata
majgcego prostopadle przekatne. Prezentacja interaktywna: pole rownolegtoboku. Ilustracja
interaktywna: pole powierzchni trojkata. Prezentacja interaktywna: pole powierzchni
trapezu.



Katy w figurach, przekatne

W tym materiale zawarte s3 wiadomosci dotyczgce katow, przekatnych i pol wielokgtow.
Poznasz:

» twierdzenie o liczbie przekatnych wielokata i jego zastosowanie,
» twierdzenia dotyczace sumy miar katow w roznych wielokatach.

Polecenie 1

Uruchom aplet i zapoznaj sie z dowodem dotyczgcym sumy miar katéw w trojkacie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Suma miar katéw trojkata
Suma miar katow trojkata jest réwna 180°.

Dowadd

Rozwazmy dowolny tréjkgt ABC. Rysujemy prostg rownolegta do boku AB, ktéra
przechodzi przez wierzchotek C.



https://zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Katy d i a sg rowne jako katy naprzemianlegle wewnetrznie. Podobnie € = .

C

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar katow a, S, v jest rowna 180°.

Wiemy juz, ze suma miar katow w tréjkacie jest rowna 180°. Zastanéwmy sie teraz, czy
mozna znalez¢ wzor na okreslenie sumy miar kgtow dowolnego wielokata wypuklego.
W tym celu narysujmy kilka wielokatow i podzielmy kazdy z nich na trojkaty.
Poprowadzimy wszystkie przekatne z jednego wierzchotka kazdego z wielokgtow.



CZWOROKAT PIECIOKAT SZESCIOKAT

2 TROJKATY 3 TROJKATY 4 TROJKATY
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze liczba utworzonych trojkatow jest o 2 mniejsza od liczby wierzchotkow
wielokata.

Zatem n - kat wypukly mozna podzieli¢ na (n — 2) trojkaty. Suma miar katow n - kata jest
wiec rowna sumie miar katow tych trojkgtow. W kazdym z tych trojkatow suma miar katow
jest rowna 180°.

Ciekawostka

Twierdzenie dotyczgce sumy miar katow wielokata pozostaje rowniez prawdziwe

w przypadku, gdy wielokat nie jest wypukly (jest wklesty). Aby udowodnic¢ to
twierdzenie, mozna postapi¢ podobnie jak poprzednio, dzielgc wielokat na trojkaty.
Trudniej jednak opisa¢ ten podzial, gdyz nie zawsze da si¢ podzieli¢ wielokat na trojkaty,
wykorzystujac przekatne wychodzace z jednego wierzchotka.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ten wielokat zostal podzielony na 9 tréjkatéw, suma miar jego katéw jest rowna 1620°.



Wyprowadzimy wzor na liczbe przekatnych dowolnego wielokgta wypuktego. Rozpatrzmy
jeden z wierzchotkow takiego wielokata. Ile przekgtnych mozemy z niego poprowadzic?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ten wielokagt ma 9 wierzchotkow. Z jednego wierzchotka mozna poprowadzi¢ 6
przekatnych. Z wybranego wierzchotka nie mozna poprowadzi¢ przekatnych do
wierzchotkow sgsiednich, ani do tego wybranego wierzchotka.

Niech n bedzie liczba naturalng wigkszg od 3. Rozpatrzmy dowolny n-kat wypukly.
Poniewaz mamy n wierzchotkow, a z kazdego wierzchotka mozemy poprowadzi¢ n — 3
przekatne, wiec ze wszystkich wierzchotkéw mozemy poprowadzi¢ n(n — 3) przekatne.
Jednak w ten sposob kazdg z przekatnych policzyliSmy dwukrotnie. Zatem liczba
wszystkich przekatnych n - kata wypuklego jest rowna

n-(n—3)
2



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna AB wychodzi zaréwno z wierzchotka A4, jak i z wierzchotka B.

Twierdzenie: O przekatnych wielokata

Dowolny n - kat wypukty ma M przekatnych, gdzie n jest liczba naturalng wigkszg
od 3.




Polecenie 2

Zapoznaj sie z apletem i odpowiedz na wszystkie pytania dotyczace wielokatéow wypuktych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przypomnimy teraz podstawowe wilasnosci zwigzane z katami w czworokatach.
Rozwazmy dowolny réwnolegtobok i narysujmy proste, na ktorych leza boki tego
rownolegloboku.

A B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zaznaczmy katy odpowiadajace katowi . Poniewaz boki rownolegloboku sg parami
rownolegle, zaznaczone na rysunku katy odpowiadajgce sa rowne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Katy BCD i a s wierzchotkowe, wiec |[<BCD| = a.
Oznaczmy miare kata ADC przez (. Miara kata C' BA takze jest rowna f.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Katy Bi a sa przylegle, zatem oo + 8 = 180°.
Twierdzenie: Suma miar sasiednich katow wewnetrznych w réwnolegtoboku

W réwnolegloboku suma miar sgsiednich katéw wewnetrznych jest rowna 180°.



Rozwazmy trapez ABCD.

Niech «, B beda katami ostrymi w tym trapezie. PoprowadZmy proste zawierajgce boki tego
trapezu i zaznaczmy katy naprzemianlegle do katow « i 8. Poniewaz proste ABi CD s3
rownolegte, to miary odpowiednich katow naprzemianleglych sg rowne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kat CDA jest przylegly do kata o, zatem

|<CDA| = 180° —a

Kat BCD jest przylegly do kata 3, zatem

|<BCD| = 180" -8



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Suma miar katéw przy jednym ramieniu trapezu

W trapezie suma miar katow przy jednym ramieniu jest réwna 180°.

D C

180°- ¢

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozpatrzmy romb ABCD. Wykre$lmy przekatna rombu jak na rysunku i zaznaczmy
powstate katy naprzemianleglte. Poniewaz proste AB i C'D sg rownolegle, to katy
naprzemianlegle sa rowne.



A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W rombie wszystkie boki sa rowne, wiec trojkat ACD jest rownoramienny, a jako
rownoramienny ma katy przy podstawie AC réwne, czyli @« = B. Przekatna AC zawiera si¢
w dwusiecznejkata DCB i DAB. Podobnie, przekatna DB zawiera si¢ w dwusiecznejkata
ADCi ABC.

Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych rombu. Romb jest réwnolegtobokiem,
wiec

180° -2«

ADS| =
<ADS| = ==

|<ADS| =90°—«



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie ADS kat DAS ma miare o, a kgt AD.S ma miare 90° —a.
Zatem miara kata ASD jest rowna

180° —(a +90"—a) = 90°

Mozemy wig¢c sformutowac twierdzenie
Twierdzenie: Kat przeciecia przekatnych rombu

Przekatne rombu zawieraja si¢ w dwusiecznych jego katow wewnetrznych i przecinaja
sie pod katem prostym.

Pola wielokatow

Przypomnijmy znane wzory na pola czworokatow.

» Pole rownolegtoboku
P=a-h,

gdzie a jest dlugoscig jednego z bokow oraz h jest wysoko$cig opuszczong na ten bok.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Umie$¢my rownolegtobok ABC D w prostokacie AECF, jak pokazano na rysunku. Tréjkaty
ADF i CBE sg przystajace, czyli

|BE| = |DF|.

Oznaczmy |BE| = .
Pole réwnolegloboku obliczamy odejmujgc od pola prostokata sume pol trojkatéow ADF' i

CBE. Z tych trojkatow mozna utworzy¢ prostokat o bokach h, . Pole réwnolegloboku jest
rowne

P = (a+z)h — zh = ah.



Polecenie 3

Zapoznaj sie z apletem, ktory przedstawia wzér na pole réwnolegtoboku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Pole trojkata

gdzie a jest jednym z bokow trojkata, a h jest wysokoscig opuszczong na ten bok.


https://zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podzielmy rownolegtobok ABCD przekatna DB na dwa trojkaty. Zauwazmy, ze trojkaty
ABD i BCD sg przystajace, poniewaz majg boki tej samej dlugosci. Zatem pole trojkata jest
rowne potowie pola rownolegtoboku.




Polecenie 4

Zapoznaj sie z apletem, ktéry obrazuje wzér na pole tréjkata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

o Pole trapezu

gdzie a, b s dlugosciami podstaw trapezu, a h jest jego wysokoscia.


https://zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Dzielimy trapez przekatna na dwa tréjkaty. Jeden z nich ma podstawe a, drugi podstawe b
oraz oba majg te samg wysokos¢ h.

PPt Py taht Lpp— 2t0
= I+ 2—501 +§ =

h



Polecenie 5

Zapoznaj sie z apletem, ktory obrazuje wzér na pole trapezu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole czworokata wypukiego, w ktorym przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym

di-ds
2

p

ki

gdzie d1, dy sg przekatnymi tego czworokata.


https://zpe.gov.pl/b/P17eDnFE2

B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czworokat ABCD umie$cimy w prostokacie EFGH, ktorego boki sg rownolegte do
przekatnych. Prostokat EF' G H jest podzielony na cztery prostokaty. Otrzymujemy cztery
pary trojkatow przystajacych:

« trojkat ASD jest przystajgcy do trojkata DH A,
 trojkat C'SD jest przystajacy do trojkata DGC,
« trojkat C'SB jest przystajacy do trojkata BFC,
 trojkat ASB jest przystajacy do trojkata BEA.

Pole czworokata ABC'D jest wiec dwa razy mniejsze od pola prostokgta EFGH, skad
otrzymujemy

di - dy
P = .
2




