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Zrédto: Cameron Ballard, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Czy wsrod stozkow wpisanych kule istnieje ten, ktory ma najwieksza objetos¢? Czy wsrod
trojkatow opisanych na okregu o promieniu 7 istnieje taki, ktéry ma najmniejsze pole? Czy
wsrod prostokatow o danym obwodzie istnieje taki, ktorego pole jest najmniejsze? Jak
obliczy¢ warto$¢ najmniejsza pewnej funkcji okreslonej na wskazanym przedziale?

Znajdowanie najmniejszych i najwiekszych wartosci roznych funkciji jest z bardzo istotnym
elementem matematyki stosowanej. W niektorych sytuacjach pomaga twierdzenie
Weierstrassa o osigganiu kresow oraz rachunek rozniczkowy.

Twoje cele

o Wyznaczysz wartosci ekstremalne wybranych funkcji elementarnych.
e Znajdziesz funkcje, ktore nie osiggaja kreséw swoich wartosci.



Przeczytaj

Twierdzenie Weierstrassa

Szukanie wartosci najwiekszych i najmniejszych réznych funkcji rozpoczniemy od
zastanowienia si¢, czy na pewno istniejg. W tym celu zapoznajmy si¢ z twierdzeniem
Weierstrassa o osigganiu kresow.

Twierdzenie: twierdzenie Weierstrassa

Niech f bedzie funkcja ciagla, okreslong na domknietym przedziale a < z < b. Istnieja
takie argumenty cid z przedziatlu a < xz < b, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci
ekstremalne, to znaczy dla kazdego argumentu x z przedzialu ¢ < z < b mamy

f(e) < f(z) < f(d).

Twierdzenie to mowi, ze kazda funkcja ciggla, okreslona na przedziale domknietym, osigga
na tym przedziale wartos$¢ najmniejszg oraz najwiekszg. Nie tylko funkcje, spetniajace
zalozenia twierdzenia Weierstrassa (ciagle, okreslone na przedziale domknietym) majg takg
wlasnos¢, na przykiad funkcja signum, wyznaczajgca znak liczby,

—1dlaz<0
sign(z) =<0 dlaz=0
ldlaz>0

jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych, oraz nie jest ciagla (w zerze), a osigga
swoje kresy, i to wielokrotnie. Mozemy na przyklad przyja¢ ¢ = —3 i d = 12, i zobaczymy, ze
dla kazdejwarto$ci  mamy —1 = f(c) < f(z) < f(d) = 1.
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Wykres funkcji nieciggtej, osiggajacej swoje kresy



Jezeli funkcja nie spelnia zalozen twierdzenia Weierstrassa, to nie mozemy jednak mie¢
pewnosci, czy osigga swoje kresy. Funkcja ciggta, ale okreslona na zbiorze niedomknietym,
moze nie osigga¢ swoich kreséw. Wezmy funkcje f(z) = 3 — z, zdefiniowana na przedziale
otwartym 0 < z < 2. Osigga ona wartosci pomiedzy 1i 3, i to dowolnie blisko liczb 11 3, ale
w zadnym punkcie swojej dziedziny nie przyjmuje wartosci 1 ani 3.

all
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Wykres funkcji na przedziale otwartym, nieosiggajacej swoich kreséw

Podobnie funkcja nieciggta, nawet okreslona na przedziale domknigtym, moze nie osiggac
swoich kresow. Obejrzyjmy funkcje

vVi—z2dla —1<z2<0
y=<¢0dlaz=0

—V1—-z2dlad0<z<1

Przyjmuje ona wartoéci dowolnie bliskie 1, ale mniejsze od 1, i dowolnie bliskie (—1), ale
wieksze niz (—1), nie osiaga wiec swoich kresow.
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Wykres funkcji nieciggtej, nieosiggajacej swoich kresow

Najwazniejsze od tej pory jest to, ze funkcje ciggte okreslone na przedziale domknigetym na
pewno osiggaja swoje kresy. Dowiedzmy si¢ teraz, jak tego uzy¢ do znajdowania wartosci
ekstremalnych, czyli minimalnych i maksymalnych réznych funkcij.

Ekstrema funkcji ciggtych

Naszym podstawowym narzedziem szukania wartosci ekstremalnych funkcji bedzie
warunek konieczny w postaci rozniczkowe;j.

Warunek konieczny istnienia ekstremum. Jezeli funkcja rozniczkowalna f ma w punkcie
xo ekstremum lokalne, to x¢ jest punktem stacjonarnym. Punkt stacjonarny to taki punkt
xo w ktorym funkcja pochodna funkcji f sie zeruje, f’(zo) = 0, czyli w jakims$ sensie ,stoi
w miejscu’, ani nie ros$nie, ani nie maleje.

Podany powyzej warunek jest jedynie warunkiem koniecznym, ale nie jest to oczywiscie
warunek wystarczajgcy, na przyktad funkcja y = z* + 1 ma punkt stacjonarny réwny z = 0,
czyli jej wykres ma tam styczng poziomag, ale nie ma w tym punkcie ani minimum, ani
maksimum.
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Wykres funkcji z punktem stacjonarnym bez ekstremum

W celu wyznaczenia ekstremow funkcji rozniczkowalnej bedziemy zatem postepowac
w taki sposob: najpierw znajdziemy wszystkie punkty stacjonarne funkcji, sprawdzimy
wartosci funkcji w tych punktach oraz na koncach dziedziny, poréwnany wszystkie
wartosci ze sobg, i w ten sposob znajdziemy wartos¢ minimalng i maksymalng tej funkciji.

Przyktad 1
Znajdziemy ekstrema funkcji f(z) = x> — 12z okreélonejna przedziale 0 < z < 4.
Rozwigzanie

Jest to funkcja ciagla, wiec na przedziale domknietym przyjmuje na pewno swoje kresy,

i rozniczkowalna, czyli mozemy szuka¢ punktow stacjonarnych. Jej pochodna wynosi
f’(z) = 32* — 12, przyréwnanie pochodnej do zera daje réwnanie 3z — 12 = 0, ktérego
rozwigzaniami sg (—2) i 2. Pierwszy z tych argumentéw nie nalezy do naszej dziedziny,
musimy go wiec odrzucic.

Pozostaje nam sprawdzi¢ wartosci funkcji w trzech punktach - na obu brzegach
dziedziny oraz w punkcie stacjonarnym. Mamy f(0) = 0, f(4) = 161 f(2) = —16, czyli
wartos$cig najmniejsza tej funkcji jest (—16), a najwieksza 16.




YA
15

Przyktad 2
Znajdziemy ekstrema funkcji f(z) = 23 + 12z okreslonejna przedziale 0 < z < 4.
Rozwigzanie

Jest to funkcja ciagla, wiec na przedziale domknietym przyjmuje na pewno swoje kresy,

i rozniczkowalna, czyli mozemy szuka¢ punktow stacjonarnych. Jej pochodna wynosi
f’(z) = 3x% + 12, przyrownanie pochodnej do zera daje rownanie 3z + 12 = 0, ktore
nie posiada rozwigzan rzeczywistych. Musimy zatem sprawdzi¢ jedynie wartosci funkcii
na obu brzegach dziedziny.

Mamy f(0) = 0i f(4) = 112, czyli warto$cig najmniejsza tej funkcji jest 0, a najwieksza
112.

Zauwazmy, ze po wyznaczeniu pochodnej mogliSmy przeprowadzi¢ inne rozumowanie —
pochodna si¢ nie zeruje, i jest caly czas dodatnia, co oznacza, ze funkcja zawsze ro$nie,
czyli jej warto$¢ na lewym krancu dziedziny bedzie jej warto$cig minimalng, a na prawym
krancu - maksymalna.
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Przyktad 3
Znajdziemy ekstrema funkcji f(z) = x> — %x2 — 12z + 20 okreslonej na przedziale
—3<z<6.
Rozwigzanie

Ponownie jest to funkcja ciagla, wiec na przedziale domknietym przyjmuje na pewno
swoje kresy, i rozniczkowalna, czyli mozemy szuka¢ punktow stacjonarnych. Pochodna
ma posta¢ f’(z) = 3z? — 9z — 12, rébwnanie na punkty stacjonarne ma posta¢

3z® — 9z — 12 = 0, po uproszczeniu z° — 3z — 4 = 0, ktérego rozwigzaniami sg (—1) i 4
. W celu wyznaczenia wartoSci ekstremalnych musimy w tym przypadku wyznaczy¢

i porownac wartosci funkcji w czterech punktach - na obu brzegach dziedziny, oraz

w dwoch punktach stacjonarnych.

Otrzymujemy f(—3) = —11,5, f(6) = 2, f(—1) = 26,51 f(4) = —36. Ostatecznie
warto$cig najmniejszg funkciji jest (—36), zas najwiekszg 26, 5.
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Przyktad 4

Znajdziemy ekstrema funkcji f(x) = V2 okreslonejna przedziale —1 < z < 8.
Rozwigzanie

Ponownie jest to funkcja ciagla, wiec na przedziale domknietym przyjmuje na pewno

swoje kresy, ale nie jest rozniczkowalna w zerze, czyli nie wystarczy juz znalezienie

unktéw stacjonarnych. Pochodna ma postaé¢ f’(z) = =2=, x # 0, i réwnanie na punkt
P ] Y p 3¢z p y

stacjonarne nie ma rozwigzania. W celu wyznaczenia warto$ci ekstremalnych musimy
w tym przypadku wyznaczy¢ i porownac wartosci funkcji w trzech punktach - na obu
brzegach dziedziny, oraz w punkcie nier6zniczkowalnosci.

Otrzymujemy f(—1) =1, f(8) = 4i f(0) = 0. Ostatecznie warto$cig najmniejszg funkciji
jest 0, zas najwieksza 4.
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Stownik
ekstremum lokalne funkcji
warto$¢ najmniejsza lub najwi¢ksza, ktorg przyjmuje funkcja w pewnym otoczeniu

punkt stacjonarny

punkt, w ktorym styczna do wykresu funkcii jest pozioma



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem i rozwiaz ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVAmrfvh4

Film przedstawia zastosowania twierdzenia Weierstrassa.

Polecenie 2

22+3 dla z € (-1,1)

za
34z dla =z€(1,3)

Okres$l najmniejsza i najwiekszg warto$¢ funkcji f(z) = {

pomoca twierdzenia Weierstrassa na przedziale (—1, 3).
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wyznacz przedziat, w ktérym z pewnoscig mozna znalez¢ maksimum lokalne funkcji
f(z) =222 + 1.

—1l<x<?2

funkcja nie posiada maksimum lokalnego

o O O

—1<z<?2
(O —-1<z<2
Cwiczenie 2

L

Wyznacz przedziat, w ktérym mozna znalez¢ minimum globalne funkcji f(z) = -

funkcja nie posiada minimum globalnego

O O O O
A
A

1<z <2




Cwiczenie 3

Ktéra funkcja osigga swoje kresy na przedziale —1 < z < 2?
() y=2zdla-1<z2<0iy=2x—-10dla0 <z <2
() nieistnieje taka funkcja
O y=sin(z)

o 1
O v=727

Cwiczenie 4

Ktéra funkcja osigga swoje maksimum globalne na przedziale 0 < x < 2?

_ 1

O Yy=—+

() nieistnieje taka funkcja
O y=cos(z)

O y=+

Cwiczenie 5

Zatézmy, ze dana jest ciggta funkcja f, stale malejaca, ktorej wartosci w wybranych punktach
saréownef(—1) = —1, f(1) = =3, f(3) = —19. Co mozna powiedzie¢ o jej ekstremach na
przedziale —1 < x < 1?

Jej minimum to‘ ’ a maksimum to‘




Cwiczenie 6

Niech dana bedzie funkcja, ktdra osigga swoje kresy. Zaznacz wszystkie opisy, pasujgce do tej
funkciji.

() funkcja moze by¢ nieciagta

() funkcja musi by¢ zdefiniowana na przedziale domknietym

() funkcja musi by¢ rézniczkowalna

() funkcja musi by¢ ciagta

() funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna

() funkcja nie moze by¢ ciagta

Cwiczenie 7

Niech dana bedzie funkcja ciggta, zdefiniowana na przedziale domknietym. Zaznacz wszystkie
opisy, pasujace do tej funkcji.

(] funkcja musi by¢ rézniczkowalna

(] funkcja moze osigga¢ minimum globalne dla wiecej niz jednego argumentu,

funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna

funkcja moze nie osiggac kreséw

funkcja musi osiggac kresy

O o O d

funkcja osigga maksimum globalne zawsze tylko dla jednego argumentu



Cwiczenie 8

Potacz w pary wzory funkcji i opisy.

y=(1+z)’

y=x+1dla —1<2x <0,
y=0dla z=0i
y=x—1dlal0<zx<1

y=1-2z
2

=1L —aj

Cwiczenie 9

—1ldlaz<0
Dana jest funkcja f(z) =< 0 dla z =0
ce+1dlaxz>0

funkcja osiaga kresy na przedziale
—-1<zx<1

funkcja nie osigga kreséw na przedziale
—2<z<0

funkcja osiaga kresy na przedziale
—-1<z<2

funkcja nie osigga kreséw na przedziale
—-1<zx<1

@

Z parametrem rzeczywistym c. Potacz

wartosci parametru ¢ z odpowiednimi opisami sytuacji.

c=20

c>0

c<0

nie ma takiej wartosci c

funkcja jest ciggta

funkcja osigga maksimum globalne

w jednym punkcie na przedziale
—-1<z<1

funkcja osigga maksimum globalne
wielokrotnie na przedziale —1 < x <1

funkcja nie osigga maksimum na
przedziale —1 < x <1



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowania twierdzenia Weierstrassa

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) stosuje wlasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkciji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza ciag przyblizen miejsc zerowych funkcji elementarne;j.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa kierowana;
e mapa mysli.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do Internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja

o Uczniowie czytaja cze$S¢ wprowadzajgcg lekcii.
Faza wstepna:

» Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej sekcje ,Wprowadzenie”, omawia
i komentuje z uczniami cele lekcji. Nauczyciel prosi uczniow o streszczenie
przeczytanego przed lekcjg materiatu, analizuje zagadnienie, rozpoznaje wiedze
uczniow dotyczacg wiasnosci funkciji ciggtych.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wySwietla na tablicy interaktywnej czes¢ ,Twierdzenie Weierstrassa”
z sekcji ,Przeczytaj” oraz omawia jg na forum klasy.

2. Uczniowie w 3-4 osobowych grupach czytajg pozostata czes¢ sekcji ,,Przeczytay,
tworza mape mysli na temat szukania ekstremow roznych klas funkcji. W przypadku
powstania watpliwosci, nauczyciel wyjasnia na forum catej klasy napotkany problem.
Pod opiekg prowadzgcego uczniowie porownujg wyniki pracy nad mapami mysli
i omawiaja powstate roznice.

3. Uczniowie samodzielnie rozwigzuja zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

e Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniow, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

» Jako podsumowanie lekcji uczniowie ogladaja zaprezentowane w filmie samouczku
zastosowania twierdzenia Weierstrassa.

Praca domowa:

» Uczniowie rozwiazujg polecenia zwigzane z filmem samouczkiem.



Materialy pomocnicze:

» Funkcja ciggta
» Przyklady funkcji ciggtych
» Wiasnosci funkcji cigglych

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykona¢ na podstawie filmu infografike prezentujgcg zastosowania
twierdzenia Weierstrassa.
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