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¥ Liczba podzbiorow zbioru n-elementowego.
. Kombinacje

Zrédto: Ellen Qin, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Czy widzisz roznice miedzy pytaniem o liczbe mozliwych wyboréw dwuosobowej delegacii
uczniow pewnejklasy, a pytaniem o liczbe mozliwych wyborow przewodniczacego

i skarbnika tej klasy? W pierwszym przypadku pytamy jedynie o dwuelementowy podzbior
zboru jaki stanowi rozwazana klasa. Nie rozr6zniamy miedzy sobg cztonkow delegacii.

W tejlekcji bedziemy zajmowac si¢ podzbiorami ustalonego zbioru. W szczegolnosci bedzie
nas interesowato, ile jest wsrod nich podzbioroéw o ustalonejliczbie elementow.

Twoje cele

» Nauczysz sie¢ rozpoznawac¢ kombinacje w typowych doswiadczeniach zwigzanych
z wyborami podzbioréw ustalonego zbioru.

e Znajomo$¢ twierdzenia o liczbie kombinacji pozwoli Ci oblicza¢, ile jest wynikow
wymienionych wyzej doswiadczen.

» Dowiesz sig, ze zbior wartosci kazdej funkcja Scisle monotonicznejze skonczonego
zbioru A do skonczonego zbioru B (|A| < |B|) da sie opisa¢ z uzyciem pojecia
kombinacji, co pozwoli Ci wyznaczyc¢ liczbe wszystkich takich funkciji.

o Poznasz przydatne tozsamosci, dzieki ktorym dowiesz, jak zapisywac liczbe
mozliwych wynikow doswiadczen losowych na dwa sposoby.




o Nauczysz si¢ wykorzystywac¢ powyzszg umiejetnos¢ do rozwigzywania zadan
dotyczacych podzialu zbioru na podzbiory.



Przeczytaj

Rozpatrzmy n-elementowy zbior A.

Liczbe wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru A, gdzie 0 < k < n, oznaczamy

symbolem (Z) , co czytamy ,n po k” lub ,n nad K"

Zauwazmy, ze elementy kazdego k-elementowego podzbioru, dowolnie
wybranego sposréd opisanych powyzej, mozemy rozmiescic¢ na k! sposobow - otrzymamy
wtedy wszystkie mozliwe permutacje tego podzbioru k-elementowego. Jezeli t¢ czynno$¢

powtorzymy dla wszystkich (Z) podzbiorow, to w efekcie otrzymamy wszystkie k-

elementowe wariacje bez powtorzen n-elementowego zbioru A.

#!k), wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen

zbioru n-elementowego (gdzie 0 < k < n).

Z drugiej strony: wiemy, ze jest

. ; ;s | n n! .
Otrzymujemy stad réwnos¢ k! - = atpr CO 0znacza, ze

k (n
n n!
k]~ H(nk)!

dla kazdych liczb catkowitych k, n, ktore spetniajg warunek 0 < k < n.
Dla podzbioru pustego (wtedy k = 0) zbioru n-elementowego dostajemy w szczego6lnosci

BR

Poniewaz zbior n-elementowy nie ma podzbiorow, ktore maja wigcej niz n-elementow,
n

wiec gdy dodatnie liczby catkowite n oraz k spelniaja warunek k > n, to ( k:) =0.

Definicja: k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

Kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego.

Twierdzenie: liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

Liczba wszystkich k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego, gdzie
0 < k < n,jestréwna




<n) . n! _ n(n—1)...(n—k+1)
k)~ FOe-R T 12 .k
Przyktad 1

Omowimy kilka zastosowan twierdzenia o liczbie kombinacji, w ktorych kontekst
dotyczacy zliczania liczby podzbioréw wynika - jak sie wydaje - natychmiast z tresci
zadania.

a. Do turnieju koszykowki, rozgrywanego systemem ,kazdy z kazdym” (bez rewanzow),
zglosito sie 12 druzyn. Zatem kazdy mecz w tym turnieju przypisany byt do
dokladnie jednej pary druzyn wybieranej sposrod 12 zgtoszonych.

Wynika stad, ze wszystkich meczow, ktore w tym turnieju nalezato rozegra¢ byto
tyle, ile wszystkich dwuelementowych kombinacji zbioru 12-elementowego, czyli

12 12! 12-11
(2> — 2100 — 21 66.

b. Z pudetka, w ktoérym znajduje si¢ 20 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 20
losujemy jednoczes$nie 3 kule. Wobec tego kazdy wynik takiego losowania to
trzyelementowa kombinacja zbioru dwudziestoelementowego.

Stad liczba wszystkich mozliwych wynikow takiego losowania jest rowna
20 20! 20-19-18
( 3 ) = g = 321 — 1140.

c. Na okregu zaznaczono 25 roznych punktow. Obliczymy, ile jest wszystkich

czworokatow wypuktych, ktorych wierzchotkami sg punkty wybrane sposrod tych
zaznaczonych.

Poniewaz wybierajac dowolne cztery z tych jedenastu punktow wyznaczamy
dokladnie jeden czworokat wypuktly, wiec kazdy taki czworokat opisuje doktadnie
jedna czteroelementowa kombinacja 25-elementowego zbioru punktow
zaznaczonych na okregu.

Oznacza to, ze wszystkich czworokatow spetniajacych warunki zadania jest
25 25! 25242322
( ) = Tomm = " 4321 — 12650.

4
d. Sposrod uczniow 31—osobowej klasy nalezy wybra¢ piecioosobowg delegacije, ktora
bedzie reprezentowac klase na spotkaniu z dyrekcjg szkoty. Zatem kazda taka
delegacja to piecioelementowa kombinacja zbioru liczacego 31 elementow.

Wynika stad, ze liczba wszystkich delegacji, ktore mozna w ten sposob utworzyc jest

) 31 .30-29.28.
réwna (5> _ L 502280 1699

e. W pewnej grze losowej nalezy wybrac 6 liczb ze zbioru {1, 2,3, ...,49} wszystkich
dodatnich liczb catkowitych mniejszych od 50. Oznacza to, ze kazda wybrana szostka
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liczb to szeScioelementowa kombinacja zbioru 49-elementowego.

49
Liczba tych wyborow jest wiec rowna ( 6 ) = gl = 404847464540 — 13 983 816

f. W rozdaniu brydzowym gracz otrzymuje 13 kart wybranych losowo z talii, w ktorej sa
52 karty. Wynik takiego rozdania mozna wi¢c opisac jako 13-elementowg
kombinacje zbioru 52-elementowego. Wynika stad, ze liczba wszystkich uktadow
kart mozliwych do otrzymania przez brydzyste jest rowna

ol ! -51-50-. . .-41-4
( ) = 22 = 22019040 — 635 013 559 600

13 13!-39! 13-12...

Przyktad 2

Obliczymy, ile jest wszystkich funkcji rosngcych, ktorych dziedzing jest zbior
A ={a,b,c,d,e, f}, azbiorem wartosci jest zbior B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kazdy sze$cioelementowy podzbidr zbioru B mozna uporzadkowac
rosngco doktadnie na jeden sposob. Zatem kazdej funkcji roznowartoSciowej speiniajace;j
warunki zadania wzajemnie jednoznacznie przypiszemy szescioelementowg kombinacje
zbioru B, odpowiadajacg zbiorowi wartosci tej funkcij.

Wynika stad, Ze jest J = 2 — 28T _ 84 funkcji rosnacych ze zbioru A do zbioru B
yn g J 6 lal — 321 J M

Przyktad 3

Elektroniczna zabawka ma 10 przyciskow, rozmieszczonych po 5 w dwoch rzedach (jak
na ponizszym rysunku).
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Po nacis$nieciu w tej zabawce dowolnie wybranego przycisku zapala si¢ dioda, ktora
zmienia jego kolor na czerwony, a dopiero po wiaczeniu diody kazdym z 10 przyciskow
nastepuje wylgczenie wszystkich diod (inaczej zadnej diody zgasi¢ nie mozna).

Jezeli naciSniemy kazdy przycisk doktadnie raz, pilnujac zasady: przycisk w danym
rzedzie mozna wcisna¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie przyciski z jego lewej strony
zostaty juz wcisniete, to po zapaleniu 10 diod odgrywana jest melodyjka.

Obliczymy, ile jest mozliwych sposobow naci$nigcia wszystkich przyciskow tej zabawki
w takim porzadku, po ktérym bedzie mozna ustysze¢ melodyjke.

Rozwigzanie

Naszym zadaniem jest podjecie 10 kolejnych decyzji, za kazdym razem polegajacych na
wybraniu i wcisnieciu przycisku, pod ktorym nie $wieci sie dioda.

Jezeli ponumerujemy przyciski: w gornym rzedzie, idgc od lewej do prawej, numerami od
1 do 5, w dolnym rzedzie, rowniez idac od lewej do prawej, numerami od 6 do 10, to
kazda sekwencja 10 kolejno nacisnietych przyciskow odpowiada wzajemnie
jednoznacznie pewnej permutaciji zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10}.

Melodyjke ustyszymy wtedy i tylko wtedy, gdy w tej permutacji numery od 1 do 5 pojawia
sie w porzadku wzrastania numeréw i jednoczes$nie numery od 6 do 10 pojawig si¢

w porzadku wzrastania numerow - taki warunek spetnia np. permutacja
(6,7,1,8,2,3,4,9,10,5). Permutacje, ktora spetnia powyzsze warunki nazwijmy dobra.

Zauwazmy zatem, ze aby otrzymac¢ permutacje dobrg nalezy ustali¢ w niej 5 miejsc dla
numerow od 1 do 5, nastepnie rozmiesci¢ te numery na wybranych miejscach

w porzadku ich wzrastania (co da si¢ zrobic¢ tylko na jeden sposob), a nastepnie na
pozostatych miejscach, rowniez w kolejnosci rosnacej, rozmiesci¢ numery od 6 do 10.

Poniewaz kazdy wybor 5 numeréw ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} to 5-elementowa
kombinacja ze zbioru 10-elementowego, wiec wszystkich mozliwych sposobow
nacisniecia dziesigciu przyciskow tejzabawki w takim porzadku, ktory gwarantuje

10
odstuchanie melodyjki jest ( 5 > = 109876 _ 252,

54.3-2:1

Przyktad 4
Rozpatrzmy dziewieciokrotny rzut moneta.

Zauwazmy, ze jezeli do numeru kazdego z kolejnych rzutoéw przypiszemy jego wynik: 'o' -
jesli wypadt orzel, 'r' - jesli wypadla reszka, to wynikowi kazdego dziewigciokrotnego
rzutu moneta przyporzadkujemy wzajemnie jednoznacznie dziewigcioelementowy ciag,
ktorego elementami s3 'o' lub 'r.
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Korzystajgc z tego spostrzezenia, mozemy obliczyc¢, ile jest wszystkich mozliwych
wynikow okreslonych nastepujgcymi warunkami:

a. wypadly doktadnie 4 reszki.

Wystarczy w tym celu ustali¢, na ile sposobow mozna wybrac¢ 4 miejsca dla 4
elementow 'r' w opisanym powyzej 9-elementowym ciggu. Poniewaz kazdy taki
wybor to 4-elementowa kombinacja ze zbioru 9-elementowego, wigc wszystkich
mozliwych wynikéw dziewigciokrotnego rzutu monetg, w ktorych wypadty 4 reszki

(9 87
jest (4> = 4?.!5! - Z.%.‘f = 126

b. wypadlo doktadnie 5 ortow.

Podobnie jak w poprzednim przykladzie ustalimy, na ile sposobéw mozna wybrac 5
miejsc dla 5 elementow '0' w omawianym 9-elementowym ciggu. Poniewaz kazdy
taki wybor to 5-elementowa kombinacja ze zbioru 9-elementowego, wiec
wszystkich mozliwych wynikoéw dziewigciokrotnego rzutu monetg, w ktorych

9
wypadto 5 ortow jest (5) = 2= 9876 _ 196,

514! 4.3-2:1

Zauwazmy, ze kazdy wynik dziewieciokrotnego rzutu monetg, w ktorym w pewnych 5
rzutach wypadt orzet, jednoczesnie opisuje taki wynik, w ktorym w kazdym z pozostatych
4 rzutow wypadla reszka. Jest to wiec dokladnie ten sam wynik, co omowiony

w podpunkcie (a), a wiec liczby tych wynikow sg - jak to juz zresztg bezposrednio
obliczyliSmy - rowne.

Uwaga 1. Jesli rozpatrzymy n-krotny rzut monetg, to - rozumujac podobnie jak

w powyzszym przykladzie - stwierdzimy, ze liczba wszystkich mozliwych wynikow tego
doswiadczenia, w ktorych wypadlo k reszek (gdzie 0 < k < n) jest réwna liczbie
wszystkich wynikéw tego doswiadczenia, w ktérych wypadto n — k ortéw.

Zatem dla dowolnych liczb calkowitych n i k takich, ze 0 < k < n zachodzi rowno$¢

(Z) - (nﬁk>

Algebraiczny dowod tej tozsamosci pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne
¢wiczenie.

Uwaga 2. Jesli rozpatrzymy n-krotny rzut monetg, to wszystkie mozliwe wyniki mozemy
podzieli¢ na rozigczne przypadki ze wzgledu np. na liczbe¢ otrzymanych ortéw. Mozemy
ich wyrzuci¢ 0lub 1,1ub 2, .. ., lub n. Oznacza to, Ze wszystkich wynikow jest

(5) < (1)~ (5) ()
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Z drugiej strony w kazdym z tych n rzutow mamy dwie mozliwosci: otrzymamy orta lub
nie otrzymamy orla, zatem wszystkich wynikow jest 2".

Wobec tego dla dowolnych liczb catkowitych n i k takich, ze 0 < k < n zachodzi
rownosc

wia3) = (6)+ (1)« (2) + -+ () ==

Stownik

k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

(n) . al _ ne(n=1)-...-(n—k+1)
k)~ K-k 12 .k

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy ciagg utworzony ze wszystkich elementoéw zbioru n-elementowego




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzanie zadania, w ktérym pokazane jest, jak obliczy¢, ile jest dziesiecioliterowych
napiséw spetniajacych jednoczesnie dwa warunki.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOnzplOgK

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego liczby podzbioréw zbioru
n elementowego.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadu omoéwionego w animacji, rozwigz samodzielnie nastepujace zadanie.

Z o$miu liter alfabetu: a, b, ¢, d, A, B, C, D tworzymy o$mioliterowy napis, w ktérym kazda

z tych liter wystepuje doktadnie raz.

Oblicz, ile jest takich napiséw, w ktérych litera A znajdzie sie przez B, B przed C oraz C
przed D, a ponadto odpowiednia mata litera bedzie zapisana przed takg samg duza. Te warunki
spetnia np. napis ba AcBdCD.



https://zpe.gov.pl/a/DOnzp1OgK

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest zbior A = {1,2,3,...,98,99} wszystkich dodatnich liczb catkowitych mniejszych
od 100. Losujemy z tego zbioru jednoczesnie dwie liczby.

Na ile sposobow mozemy wtedy wylosowac taka pare liczb, ktérych suma kwadratow jest
podzielna przez 3?

Odpowiedz:

Cwiczenie 2
Rzucamy 15 razy szesScienng kostka do gry. Oblicz, ile jest wszystkich wynikéw tego
doswiadczenia, ktore spetniajg jednoczesnie dwa warunki:

1. doktadnie 4 razy wypadta nieparzysta liczba oczek,

2. suma wyrzuconych oczek jest réwna 26.
Zaznacz poprawng odpowiedz.

O

N




Cwiczenie 3

Dany jest prostokat ABCD, w ktorym |AB| = 5 oraz |AD| = 8. Prostokat ten podzielono
liniami siatki na kwadraty jednostkowe (jak na rysunku ponizej).

D C
o o
o o
A B

Oblicz, ile jest wszystkich najkrotszych drog prowadzacych po liniach siatki od punktu A do
punktu C.

Cwiczenie 4
Oblicz, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, spetniajgcych jednoczesnie trzy

nastepujace warunki:

1. cyfra tysiecy jest wieksza od cyfry setek,
2. cyfra setek jest wieksza od cyfry dziesigtek,
3. cyfra dziesigtek jest wieksza od cyfry jednosci.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb czterocyfrowych jest H




Cwiczenie 5

Rozpatrujemy 30—cyfrowe liczby naturalne o sumie cyfr rownej 6. Oznaczmy przez n liczbe
tych sposrdd nich, w ktérych zapisie dziesietnym pierwsza cyfra jest parzysta, a wsrod
pozostatych sg doktadnie 4 cyfry nieparzyste.

Wynika stad, ze:
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Cwiczenie 6

58
Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Liczba (11> dzieli sie przez:

24
29

23

O o 0O 0O

25



Cwiczenie 7

Rozpatrujemy wszystkie funkcje ze zbioru A, = {1, 2, ..., k} wszystkich dodatnich liczb
catkowitych, ktére nie s3 wieksze od pewnej ustalonej liczby naturalnej k, do zbioru

B, ={1,2,...,n} wszystkich dodatnich liczb catkowitych, ktére nie sa wigksze od pewnej
ustalonej liczby naturalnej n.

Podane nizej liczby uporzadkuj rosnaco.

Liczba funkcji malejacych ze zbioru Ag do zbioru By. =
Liczba funkcji malejacych ze zbioru A, do zbioru Byj. =
Liczba funkcji malejacych ze zbioru A4 do zbioru Bsg. =
Liczba funkcji malejacych ze zbioru A1 do zbioru Bys. =
Cwiczenie 8 @

Rozpatrujemy permutacje (a1, as, as, ay, as, ag, a7, ag, ag, a19, a11) zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.
Oznaczmy przez k liczbe tych sposrdd nich, ktore spetniajg dwa nastepujgce warunki:

1. ciag (a1, as, as, a4, as) jest rosnacy,

2. ciag (as, ag, ar, ag, ag, ayp, a11) jest malejacy.
Zaznacz wszystkie nieréwnosci stad wynikajace.

(] k<252
(] k>120
() k<330

(] k> 210



Cwiczenie 9 @

W pewnej grze losowej nalezy zaznaczy¢ na kuponie wybrane 5 liczb sposréd 32
poczatkowych dodatnich liczb catkowitych. Na ile sposobédw mozna wytypowac 5 liczb w tej
grze tak, aby nie byto wsérdd nich dwoch kolejnych?



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Liczba podzbioréw zbioru n-elementowego. Kombinacje

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wlasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje kombinacje w typowych doswiadczeniach zwigzanych z wyborami
podzbiorow ustalonego zbioru,

 oblicza liczbe wynikow do$wiadczen stosujgc twierdzenia o liczbie kombinacii,

 opisuje z uzyciem kombinacji zbior warto$ci funkcji $cisle monotonicznej ze
skonczonego zbioru A do skonczonego zbioru B (|A| < |B|) i wyznacza liczbe
wszystkich takich funkcii.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
e praca z ekspertem.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekcji.
2. Uczniowie przypominajg pojecie kombinacii.
3. Nauczyciel okresla wigzace dla uczniow kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznajg sie
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Animacja”
Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie wskazane przez nauczyciela,
a nastepnie wybrany uczen omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.
3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujgc uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:
» Inne spojrzenie. Permutacje, kombinacje, wariacje
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie , Liczba podzbiorow zbioru n-elementowego. Kombinacje”.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DLPG2SQcE

