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Zrédto: Anton Maksimov, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pewna sie¢ komorkowa planuje postawienie masztu w rownej odlegtosci od trzech
ustalonych miejscowosci. W ktorym punkcie nalezy umiesci¢ ten maszt, aby byt spetniony
ten warunek? Do rozwigzania tego problemu pomocna bedzie wiedza na temat
wyznaczania $srodka okregu opisanego na dowolnym trojkgcie. W materiale
przeanalizujemy, gdzie lezy Srodek okregu opisanego na trojkacie. Bazujgc na czesci
teoretycznejoraz omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz polozenie $srodka okregu opisanego na trojkacie.
o Uzasadnisz, ze na kazdym trojkacie mozna opisac okrag.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicj¢ symetralnej odcinka.
Definicja: Symetralna odcinka

Symetralna niezerowego odcinka to prosta prostopadta do danego odcinka,
przechodzaca przez Srodek tego odcinka.

Jak wiadomo, symetralna odcinka jest miejscem geometrycznym punktow réwnoodleglych

od jego koncow.
Twierdzenie: o punktach rownoodlegtych od symetralnej odcinka

Niech X i Y bedg r6znymi punktami. Punkt P lezy na symetralnej odcinka XY wtedy
i tylko wtedy, gdy | X P| = |Y P|.

M
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Twierdzenie: o przecieciu symetralnych trzech bokow tréjkata

Symetralne trzech bokow trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
rownoodlegly od jego wierzchotkow.
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Dowad

Niech A ABC bedzie dowolnym tréjkgtem. Niech ki [ bedg symetralnymi bokow AB i
B(C'. Niech tez S bedzie punktem wspolnym tych prostych. Taki punkt istnieje i jest

jedyny.

Wowczas na mocy poprzedniego twierdzenia mamy |AS| = |BS| = |CS|. Zatem, znow
na mocy tego twierdzenia, punkt S nalezy do symetralnej odcinka C'A.

Whniosek

Dla kazdego trojkata istnieje doktadnie jeden okrag przechodzacy przez wszystkie
wierzchotki tego trojkata (okrag opisany na trojkacie).

Zdefiniujmy pojecie okregu opisanego na trojkacie.
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Definicja: Okrag opisany na tréjkacie

Mowimy, ze okrag jest opisany na trojkacie, jezeli wszystkie wierzcholki trojkata nalezg
do tego okregu.

Wynika z tego, ze jezeli okrag jest opisany na trojkacie, to trojkat jest wpisany w okrag.

Przeanalizujmy, gdzie potozony jest srodek okregu w zaleznos$ci od rodzaju trojkata.

1. Okrag opisany na trojkacie ostrokagtnym

Jezeli okrag jest opisany na trojkacie ostrokagtnym, to Srodek okregu lezy wewnatrz trojkata.

Wynika to z faktu, ze symetralne bokow trojkata ostrokatnego przecinajg sie¢ w punkcie
lezacym wewnatrz trojkata.

2. Okrag opisany na trojkacie prostokatnym

Jezeli okrag jest opisany na trojkgcie prostokatnym, to sSrodek okregu lezy w punkcie, ktory
dzieli przeciwprostokatng trojkgta na dwa odcinki rownej dlugosci.



Wrynika to z faktu, ze symetralne bokow trojkata prostokatnego przecinajg si¢ w punkcie
bedacym Srodkiem przeciwprostokatnej trojkata.
3. Okrag opisany na tréjkacie rozwartokatnym

Jezeli okrag jest opisany na trojkgcie rozwartokatnym, to Srodek okregu lezy na zewnatrz
tego trojkata.

Wrynika to z faktu, ze symetralne bokow trojkata rozwartokatnego przecinajg sie w punkcie
lezacym na zewnatrz trojkata.



Przyktad 1

Skonstruujemy okrag opisany na trojkgcie o boku dtugosci 4, jezeli promien tego okregu
ma dlugosc¢ 6.

Rozwigzanie

Niech dany bedzie bok AB dlugosci 4 tréjkata ABC.

Na boku A B budujemy trojkat rownoramienny o ramieniu dtugosci 6 (beda 2 takie
trojkaty).

Jeden z punktow D lub E bedzie Srodkiem szukanego okregu (lezy na symetralnej boku
ABijest oddalony od punktow A i B o 6)



Szkicujmy okrag o promieniu dtugosci 6 i Srodku w punkcie, ktory jest wierzchotkiem
trojkata (bedg dwa takie okregi).

Jeden z powstalych okregéw przechodzi przez trzeci wierzchotek tréojkata ABC, okrag
ten speinia warunki zadania.

Przyktad 2

Obliczymy pole trojkata rownoramiennego przedstawionego na rysunku, jezeli promien
okregu opisanego na tym trojkgcie ma diugosc 6.

Rozwigzanie

Dorysujmy promienie okregu oraz wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.



Wobec tego dltugos¢ odcinka x obliczamy z twierdzenia Pitagorasa:
z? + 42 = 62

2% = 20, czyli z = 2V/5.

Zatem wysoko$¢ trojkata jest rowna:

h=6—2v5.

Pole trojkata wynosi:

P=1%-8 (6-2v5) =24-8V5.

Przyktad 3

Obliczymy dlugos¢ wysokosci trojkata prostokgtnego wychodzacejz wierzchotka kata
prostego, jesli promien okregu opisanego na tym trojkacie ma diugosc 6, ajedna
z przyprostokatnych ma dtugos¢ 4+/6.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:



A b:4\/6 B

Odcinek AD jest promieniem okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym ABC, zatem
¢ = |BC| = 12. Wyznaczamy dtugo$¢ przyprostokatnej a:

a? =127 — (4\/6)2

a? =48

a = 4v3.

Zauwazmy, ze:
1-4v3-4v/6=1.12-h
Stad:

h=4v2

Przyktad 4

Dany jest trojkat ABC. Wykazemy, ze punkt symetryczny do ortocentrum wzgledem
prostej zawierajacejbok BC'lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie.

Rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku:
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gdzie punkt O jest ortocentrum trojkata ABC), za§ O’ - punktem symetrycznym do
punktu O wzgledem prostej zawierajacejbok BC.

Poniewaz |OK| = |KO’|,to ACKO = ACKQ’. Oznacza to, ze:
|<COK| = |[<CO’K| = Boraz |[<OCK| = 90" — 8. Stad w trojkagcie CLB: |[<LBC| = 8

Analogicznie |[<BOK| = |[<BO’K| = v; |[<OBK| = 90" — yoraz |[<MCB| = .
Zatem: |[<CO’B| = |<CO’K| + |<BO’K| = v+ B.

W trojkacie AKB: |[<BAK| =90° — .

W trojkacie AKC: |<CAK| = 90° — 7.

Stad: |[<BAC| = 180° — (8 + 7).

Zauwazmy, ze w czworokacie CABO’:

|<CAB| + |<CO'B| = B+ v+ 180° — (B+ 7) = 180°.

Oznacza to, ze ‘<IAC’O" + |<IABO’| = 180°.

Zatem na czworokacie C ABO’ mozna opisa¢ okrag. Jest to jednoczes$nie okrag opisany
na trojkacie ABC, do ktérego nalezy punkt O’, co nalezato udowodnic.

Przypomnimy ponizej twierdzenie sinusow, ktore wykorzystujemy miedzy innymi do
wyznaczania dtugosci promienia okregu opisanego na trojkacie.

Twierdzenie: Twierdzenie sinuséw (twierdzenie Snelliusa)
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W dowolnym trojkgcie na plaszczyznie stosunki dtugosci bokow do sinusow
przeciwleglych katow sg rowne i rownajg sie Srednicy okregu opisanego na tym
trojkacie:

Przyktad 5

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest ostry. Diugos¢ promienia okregu
opisanego na tym tréjkacie jest rowna 5 oraz |AC| = 7, |AB| = 9. Na boku BC wybrano
taki punkt P, ze | BP| = 2. Obliczymy dlugo$¢ odcinka AP.

Rozwigzanie

Wykonajmy rysunek zgodny z tre$cig zadania. Kat ostry przy wierzchotku B trojkata
ABC oznaczmy przez a.



Z zadania mamy nastepujace dane:

|AC| =7
|AB| =9
|BP| =2
|AS| =r=5

Z twierdzenia sinusow dla trojkata ABC z rysunku mamy:

= 10, czylisina = %

Korzystajgc z jedynki trygonometrycznej, obliczamy warto$c¢ cos a.

Zatemcosa = 4/ 1 — (1—70)2 =

A/51

10 -

Do wyznaczenia dlugosci odcinka AP stosujemy twierdzenie cosinusow dla trojkata
ABP:

|AP|> = |AB|* + |BP|” —2- |AB| - |BP| - cos

AP =9>4+22-2.9.2. 0L

\AP\z _ 85 _ 18\5/ﬁ _ 425—%8\/5_1, czyli |AP| = /425—%8\/5_1
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Stownik

symetralna odcinka

prosta prostopadta do tego odcinka i przechodzgca przez jego srodek
okrag

zbior punktow plaszczyzny euklidesowej odleglych od ustalonego punktu nazywanego
srodkiem o odlegto$¢ nazywang promieniem

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkgcie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokow, pomniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci tych bokow
i cosinusa kata zawartego miedzy nimi

ortocentrum

punkt przeciecia wysokosci trojkata




Aplet

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie apletu. Za kazdym razem okresl| potozenie srodka okregu opisanego na

trojkacie, w zaleznosci od wybranego rodzaju trojkata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dn75LnvG4

Polecenie 2

W tréjkacie rownoramiennym jeden z katéw ma miare 40°. Okre$l potozenie $rodka okregu

opisanego na tym trojkacie.


https://zpe.gov.pl/a/Dn75LnvG4

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest tréjkat ABC'. Uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci etapy rysowania okregu
opisanego na tym trojkacie.

Oznaczamy punkt przeciecia symetralnych bokow tréjkata jako O.

Okrag o $rodku w punkcie O i promieniu dtugosci AO jest okregiem opisanym na
trojkacie ABC.

Szkicujemy okrag o $rodku w punkcie O i promieniu dtugosci AO.

Konstruujemy symetralne dwoch bokéw tréjkata ABC.

Cwiczenie 2

W trojkacie rownoramiennym podstawa i wysokosé na nig opuszczona maja dtugosc 10.
Zaznacz zdania prawdziwe.

(] Promien okregu opisanego na tym trojkacie ma dtugosé %

(] Sinus kata lezagcego naprzeciw podstawy jest rowny QT*/g

(] Promien okregu opisanego na tym trojkacie ma dtugosé %.

(] Sinus kata lezacego naprzeciw podstawy jest rowny %.

O
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O

O



Cwiczenie 3 @

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym
rownoramiennym o obwodzie 4 ma dtugosc:

O 4¢E—Q.
O 2(2-v2).

O 2(vz-1).
Cwiczenie 4 @]

Potacz w pary dtugosci bokéow tréjkata i dtugosé promienia okregu na nim opisanego

a=14b=2c=10v2 R=6

a=5b=6c=5 R =52

a=b=c=6V3 R:%
Cwiczenie 5

Wstaw w tekst odpowiednie liczby lub zwroty, ktére podano ponizej.

trojkacie lezy w potowie dtugosci najdtuzszego boku tego trojkata.

Jezeli srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy na zewnatrz tego trojkata, to trojkat jest

..............

‘ prostokatny ’ ‘ 18 ’ ‘ 22 ’ ‘ symetralne ’ ‘ srodkowe ’ ‘ wysokosci ’ ‘ dwusieczne

‘ rozwartokatny ’ ‘ ostrokatny ’ ‘ 20 ’




Cwiczenie 6 @

Oblicz dtugos$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie o bokach 12 i 6 oraz kacie miedzy nimi
o mierze 120°.

Cwiczenie 7 @

Wiadomo, ze jeden z katow w tréjkacie réwnoramiennym ma miare 70°. Okresl potozenie
srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.

Cwiczenie 8 @

Oblicz obwéd kota opisanego na tréjkacie prostokatnym o krétszej przyprostokatnej dtugosci
6 cm i kacie ostrym o mierze 60°.

Cwiczenie 9 @
Rozwiaz krzyzowke.

1. Punkt okregu opisanego na tréjkacie, w ktérym przecinajg sie symetralne bokéw tego
trojkata.

Rodzaj trojkata, w ktérym srodek okregu na nim opisanego lezy w jego wnetrzu.
Odcinek taczacy srodek okregu z dowolnym punktem na okregu.

Figura geometryczna, na ktorej zawsze mozna opisac¢ okrag.

AR

Odlegtos$¢ pomiedzy dwoma punktami.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag opisany na troéjkacie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz korzysta z ich
wtasnosci;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« ustala potozenie Srodka okregu opisanego na danym trojkacie;

o dowodzi, ze na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag;

 okresla miary katow wewnetrznych w trojkacie, jezeli jest opisany na nim okrag;
» wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa;
o metoda kota i myszy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zajec¢: ,Okrag opisany na trojkacie” i prosi, by
na jego podstawie uczniowie sformutowali cel lekcji oraz kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow o przedstawienie sytuacji
problemowej zwigzanej z tematem lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z apletem. Zapisujg ewentualne pytania
dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej
nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia numer 1i 2 w sekcji ,Sprawdz si¢”.
Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie
przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do nich.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5 w sekcji ,Sprawdz sie”.
Po kazdym zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na
forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 w sekcji ,Sprawdz si¢” metodg kot i mysz. Mysz
stara si¢ jak najlepiejrozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po 2
nieudanych prébach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura sie powtarza.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekciji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w taki
sposob, aby samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczgce okregu opisanego na trojkacie.

o ,Aplet” mozna zastosowac¢ do realizacji lekcji ,Srodek okregu opisanego na trojkacie”


https://epodreczniki.pl/a/okrag-opisany-na-trojkacie/DMJEkHUFz

