Pole czworokata o danych przekatnych

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Symulacja interaktywna
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: David Zydd, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Glownym pytaniem w tym materiale jest:
Jak mozna wykorzystaé wlasnos$ci przekatnych do wyznaczenia pola czworokata?

Najczesciej wykorzystywang informacja praktyczng jest umieszczanie informacii
o parametrach ekranu telewizora, monitora, wySwietlacza urzadzen mobilnych w postaci:

Ekran: 55 cali, 3840 x 2160 px.

Informacja 55 cali oznacza dtugo$¢ przekatnejekranu w ksztalcie prostokata wyrazona

w calach. Informacja 3840 x 2160 px opisuje rozdzielczos¢ ekranu wyrazong w pikselach,
przy czym pierwsza warto$¢ odpowiada szerokosci ekranu a druga wysokosci ekranu.
Rozdzielczo$¢ ekranu zawiera informacje o proporcji szerokosci ekranu do jego wysokosci.
W przykladzie przytoczonym tutaj proporcja ta jest rowna g?‘ég = 16 : 9. Obecnie proporcja

ta dominuje na rynku telewizoréw. Stosuje si¢ rowniez proporcje 14 :9i4 : 3.
Twoje cele

» Wykorzystasz zwigzek miedzy przekgtnymi a polem danego czworokata.
» Zastosujesz wzory na pole rownolegtoboku z wykorzystaniem przekatnych.




Wyprowadzisz wzor na pole prostokata, rombu, kwadratu na podstawie wzoru na
pole rownolegtoboku z wykorzystaniem przekatnych.

Wykorzystasz wzor na pole deltoidu z wykorzystaniem przekatnych.

Zastosujesz poznane wzory na pole czworokata z wykorzystaniem przekatnych

w problemach praktycznych i zagadnieniach matematycznych



Przeczytaj

Dowody dotyczgce pola figur opieraja si¢ na waznych wiasnosciach pola.
Wiasnosé: Wiasnosci pola figury
Niech Pr oznacza pole figury F. Wowczas mozemy wyroznic trzy wazne wlasnosci.

1. Figury przystajace majg rowne pola.

2. Jezeli figura F} jest zawarta w figurze F» to Pr, < Pf,.

3.Jezeli Fy, F5 sa rozigczne, to pole ich sumy jest rowne sumie pol. W ogodlnosci, pole
sumy figur jest rowne sumie ich pol minus pole ich cze$ci wspolne;.

Przyktad 1

W trapezie rownoramiennym ABCD kazda przekatna ma dlugo$¢ 12. Przekatne
przecinajg si¢ pod katem 120° i dzielg sie w stosunku 2 : 1. Wyznaczymy pole tego
trapezu.

Rozwigzanie

W tréjkacie DSC dwa boki sa rowne: |DS| = |CS| = £ = 4.

Stad pole trojkata DSC jest rowne + - 4 - 4 -sin120° = £¥2 = 4/3,

Pole trojkata ASB jest 4 razy wigksze od pola trojkata DC'S, bo trojkaty te sa podobne
w skali 2 : 1. Zatem pole trojkata ASB jest rowne 16+/3.

Trojkat ASD ma boki dlugosci:

|AS| = 2 =8, |DS| = 4 = 4orazkat <ASD = 302120 _ 0",
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Stad pole trojkgta ASD jest réwne 5 -8 -4 - sin60° = %ﬁ = 8V/3.
Ostatecznie pole trapezu ABC'D jest rowne 44/3 + 1643+ 2-8v/3 = 364/3.
Twierdzenie: o dtugosci odcinka taczacego srodki przekatnych trapezu

W trapezie o podstawach dlugosci a, b odleglo$¢ miedzy srodkami przekatnych wyraza
a—b
5

Dowadd

Przyjmujemy oznaczenia: |AB| = a oraz |CD| = b. Zauwazmy, ze na odcinku EHleza
srodki przekatnych trapezu, wiec jest to jego linia Srodkowa. Wynika stad, ze odcinek
EH aczy $rodki ramion AD oraz BC. Zatem |AH| = |AD‘ , |BE| = ‘BC| , |AG| = ‘AC‘
\BF| = B2 oraz |GF| = |HF| — |HG).

Wyro6znimy dwa trojkaty: ABD oraz ACD.

Zacznijmy od tréjkata AC'D. Zauwazmy trojkaty AGH i AC'D s3 podobne na mocy cechy

podobienstwa kkk. Wiec mozemy zaplsac nastepujaca zaleznos¢ kiﬂ ||gg|| , czyli

% — @_Wymka stad, ze |[HG| = 7

Podobne rozwazania przeprowadzamy dla trojkata ABD. Zauwazmy trojkaty HGD i
ABD s3 podobne na mocy Cechy podobienstwa kkk. Wigc mozemy zapisa¢ nastepujaca

Ui = g coli 3 = EE wynika stad, 7e |[HF| = 4

zalezno$c¢ TAD| — [AB|

Podsumowujac |GF| = |HF| — |HG| = £ — £ = =%

Rownolegtobok jest trapezem, wiec wiasnosci przekatnych w trapezie stosujg si¢ tez do
rownolegtoboku.

Twierdzenie: o polu rownolegtoboku
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Pole réwnolegloboku o przekatnych dy, ds i kacie v miedzy przekatnymi jest rowne:
P = % - sin 7y

Dowéd

Pole réwnolegtoboku ABCD jest rowne:

P = Pysp + Pcosp + Pasp + Posp = 2Pysp + 2Pysp =

dp dy dy dy

—2. 2 2 giny+2- 252 .5in(180° — ) = L% . (sinvy + sin(180° — 7)) =

= dlé'ldz 2-siny = dlédz sin y
Przyktad 2

Przekatne rownolegloboku majg dlugosci 14 i 18. Kat rozwarty miedzy przekatnymi jest
5 razy wigkszy niz kat ostry miedzy tymi przekatnymi. Wyznaczymy pole tego
rownolegtoboku.

Rozwigzanie

: L _ o _ 180" _ an°
Niech a bedzie miarg kata ostrego. Wtedy a + 5a = 180", wigc a = =5— = 30",

Zatem P = % -sin30° = % = 63.

Przyktad 3

Pole rownolegtoboku o bokach dtugoéci 4 oraz 6 wynosi 121/3. Wyznaczymy dtugosci
przekatnych tego rownolegtoboku.

Rozwigzanie



Zaczniemy od wyznaczenia miar katow w rownolegtoboku. Skorzystamy ze wzoru

P =a-b-sina, codaje 12v/3=4-6-sina. Wynika stad, ze sin v = @,wi@c a=60".

Kat rozwarty oznaczymy jako . Zatem [ = M =120".

Korzystajac z rysunku oraz twierdzenia cosinusow wyznaczymy dtugosci przekatnych.

D C

/>

Zatem

|BD|* = |AB|* + |AD|> — 2 - |AB| - |AD| - cos 60° = 36 + 16 — 48 - + = 28,
czyli |[BD| = 2+/7 oraz

‘AC|2 = ‘AB|2 + |BC|2 —2-|AB| - |BC|-cos120° =

=36+ 16 — 48 - cos(180° — 60°) =

=52+48-cos60” =52+ 24 =76,

czyli |AC| = 24/19.

Przyktad 4

Dane sa dwa réwnolegloboki K LM N i ABCD, ktérych odpowiednie przekatne s3 tej
samej dtugosci: |AC| = |[KM| = dy oraz |BD| = |LN| = d.
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Wyznaczymy stosunek pol tych rownoleglobokow.

Rozwigzanie
Skorzystamy ze wzoru wykorzystujacego dlugosci przekatnych oraz miare kata pomiedzy
nimi w réwnolegtoboku.

PKLMN = dléd2 sin Q, PABCD = dléd2 sin Y.

Pxrvyn _ sina
Wtedy Pirop. — sy -

Przyktad 5

Na rysunku przedstawiony jest kwadrat oraz prostokat, ktorego przekatne maja te samg

dtugosc¢ d. Wpisujemy je w okragg o promieniu 5.
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Pokazemy, ze pola kwadratu AHCG i prostokgta ABCD sg rozne.
Rozwigzanie

Rzeczywiscie, pole kwadratu AHCG jest rowne

%d d2

2'PCAG:2°T 5 -

Natomiast, pole prostokata ABCD jest rowne 2 - Poap = 2 - % = hd, gdzie h jest
wysokoscia trojkata CAD.

Dlugoscig wysokosci h jest odlegtos¢ punktu D od srednicy AC okregu. Z wlasnosci
okregu odlegto$¢ ta jest mniejsza od promienia, czyli h < % istad hd < %2.

Twierdzenie: o polu prostokata
Pole prostokata o przekatnejd i kacie v miedzy przekatnymi jest rowne P = %2 sin 7.
Dowad

Korzystamy ze wzoru na pole réwnolegtoboku wstawiajac w miejsce di i d2 warto$¢ d.

Przyktad 6
2

Pokazemy, Ze pole kwadratu o przekatnej d jest rowne ‘é

Rozwigzanie
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W kwadracie przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym, wiec siny = 1. Podstawiajac
te warto$¢ do wzoru na pole prostokata dostajemy, ze pole kwadratu jest rowne %2.

Twierdzenie: o polu deltoidu

Pole deltoidu o przekatnych di, dz jest rowne P = % :

Dowadd

Aby wyznaczy¢ pole deltoidu, oznaczmy go ABCD, skorzystamy z umiejetnos$ci
obliczania pol trojkatow prostokatnych. Oznaczmy przez S punkt przeciecia
przekatnych tego deltoidu. Pole deltoidu jest suma trojkatow ABC' i ADC, wiec pole
deltoidu jest sumg pol tych trojkatow.

BS|-|AC DS||AC AC ,
Panco = Panc + Papo = 125426 4 D920 — 142 (S| + |Ds|) = 4%

Zauwazmy, ze romb i kwadrat sg deltoidami, wigc do obliczenia ich p6l mozemy zastosowac
bezposrednio twierdzenie o polu deltoidu.

Przyktad 7

Pokazemy, ze dla deltoidu o przekatnych d;, ds zachodzi nieréwno$¢ P < % (d12 + d22),
gdzie P - pole deltoidu.

Rozwigzanie

Skorzystamy ze wzoru na pole deltoidu P = % . Wowczas:

o < g (d +dyY),

0< tdi?— §di-dy + 1do?,

0< (4d; — 1d,)”

Ostatnia nier6wnosc jest speiniona zawsze, wiec teza zostata udowodniona.

Zestawienie wzorow stosowanych do obliczania p6l czworokatow z wykorzystaniem

przekatnych.
Czworokat Wz6r na pole z wykorzystaniem przekatnych
Trapez brak
Rownoleglobok % sin y
Prostokat %2 sin y

Deltoid didy
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Czworokat Wz6r na pole z wykorzystaniem przekatnych

Romb %
Kwadrat %2
Stownik
czworokat wypukty

czworokat, ktorego wszystkie cztery katy wewnetrzne sg wypukte
trapez

czworokat, ktory ma przynajmniej jedng pare bokow rownolegtych
trapez réownoramienny

trapez, ktoérego ramiona maja rowne dlugosci

réwnolegtobok

czworokat, ktory ma dwie pary bokoéw rownolegltych

prostokat

czworokat, ktory ma wszystkie katy proste

kwadrat

czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy proste
romb

czworokat, ktory ma wszystkie boki rowne

deltoid

czworokat wypukty, ktory ma dwie pary rownych bokow sasiednich
twierdzenie cosinuséw

w dowolnym trojkgcie kwadrat dlugosci boku jest rowny sumie kwadratow diugosci
dwoch pozostatych bokow tego trojkata pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci

tych bokow i cosinusa kata miedzy tymi bokami
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Symulacja interaktywna

Polecenie 1

1. Wybierz figure na ekranie. Zobaczysz tam wzér na obliczenie pola z wykorzystaniem
przekatnych.

2. Przy pomocy suwakéw ustaw odpowiednie dane i zobacz wyliczong wartos¢ pola
(doktadng lub przyblizona) tej figury.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14CqVYVx


https://zpe.gov.pl/a/D14CqVYVx

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowe odpowiedzi w ponizszym tesScie jednokrotnego wyboru.

1. Jezeli w réwnolegtoboku przekatne majg dtugosci d; = 8, ds = 11 i kat
miedzy nimi o« = 135°, to pole réwnolegtoboku jest réwne:

O 88.
O 44.
O 22v/2.

O 44V2.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Korzystajac z oznaczen z rysunku oblicz i wpisz poprawng wartos¢ w odpowiednie pole.

D

1. Pygep = 73, Papc = 48. Wtedy Pycp = ’
2. Pypcp = 100, Pypc = 65, Paps = 19. Wtedy Peps =| |

3. Pygcp = 81, AB H CD, Pyps = 35, Pyps = 20. Wtedy Pops =




Cwiczenie 2 @)
Ocen prawdziwos$¢ zdan. Zaznacz Prawde lub Fatsz przy kazdym zdaniu.

Zdanie Prawda Fatsz

Jezeli w réwnolegtoboku

znamy tylko dtugosci jego

przekatnych, to mozemy O O
obliczy¢ jego pole.

Jezeli w deltoidzie znamy
tylko dtugosci jego

przekatnych, to mozemy O O
obliczy¢ jego pole.

Jezeli w prostokacie znamy

tylko dtugosc jego O O
przekatnej, to mozemy
obliczy¢ jego pole.

Jezeli w rombie znamy tylko
dtugosci jego przekatnych, O O
to mozemy obliczy¢ jego
pole.
Jezeli w kwadracie znamy

tylko dtugosc jego O O
przekatnej, to mozemy
obliczy¢ jego pole.

Cwiczenie 3 3

Najczesciej stosowane proporcje ekranu telewizorato 16 : 9, 14 : 9, 4 : 3. Najczesciej
telewizory LCD maja wymiar 407,427,507, 60 co oznacza, ze przekatna ekranu ma dtugos¢
w calach 40, 42, 50, 60 cali.

Cwiczenie 4

Ekran telewizora ma przekatng d = 55 cali i rozdzielczos¢ 3840 x 2160 pikseli. Wyznacz pole
powierzchni ekranu w centymetrach kwadratowych oraz wyznacz rozmiar piksela
(przyjmujemy, ze piksel jest kwadratem).



Cwiczenie 5

Przekatne rombu ABC' D maja dtugosci 4 i 8.

A C

B D’

Na przedtuzeniu krétszej przekatnej AD zaznaczono punkty A’ i D’ takie, ze ‘AA’| = |AS
|DD’| = | DS|. Wykaz, ze czworokat A'BD'C jest kwadratem. Oblicz pole rombu ABC' D
oraz pole czworokata A’ BD'C.

Cwiczenie 6
Pokaz, ze pola tréjkatow ASD, BSC w trapezie z oznaczeniami na rysunku sg réwne.

C

’



Cwiczenie 7 @

Wyznacz rownolegtobok o najwiekszym polu przy danych dtugosciach przekatnych d1, ds.
Wyznacz dtugosci jego bokoéw.

Cwiczenie 8 @

Wyznacz prostokat o najwiekszym polu przy danej dtugosci przekatnej d. Wyznacz dtugosci
jego bokow.



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole czworokata o danych przekatnych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

4. korzysta z wlasnoSci katow i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

8. korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
9. wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;

11.stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12. przeprowadza dowody geometryczne;
VIL. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1. wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0° do 180°,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



o okresla wtasnosci przekatnych w czworokatach,

» znajduje zwigzki miedzy przekatnymi i polami czworokatow,

» uzasadnia wzory na pola czworokatow na podstawie dtugosci przekatnych i/lub
dodatkowejinformaciji o czworokgcie,

» wykorzystuje wzory na pola czworokatow w rozwigzywaniu zadan i zagadnien
praktycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

burza mozgow

technika niedokonczonych zdan

metoda kota i myszy

lekcja odwrocona
Formy zajeé:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« Komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzic¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekc;ji:
Przed lekcja

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z twierdzeniami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj” oraz analizujg
przedstawione tam dowody.

Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekcji, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg burzy mézgow, przypominajg informacje o przekatnych
czworokatow.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie krotko prezentujg wiadomosci, jakie uzyskali w domu, po zapoznaniu si¢
z sekcjg Przeczytaj.

2. Nauczyciel wySwietla symulacje interaktywng a wybrany uczen rozwigzuje Polecenie 2.

3. Uczniowie w parach, metoda kota i myszy, rozwigzujg ¢wiczenia 1 - 51 8 z sekciji
»Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich
poprawnos¢. Po dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby
gra toczyla sie dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢
powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowania lekcji w kontekscie nowych umiejetnosci,
ktore nabyli na lekcji, wykorzystujac technike zdan niedokonczonych.
2. Nauczyciel podsumowuje lekcje, wskazujac na stabe i mocne strony pracy uczniow.

Praca domowa:
1. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 6 i 7 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:
Obliczanie po6l i obwodow czworokatow
Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow:

podczas przygotowywania si¢ do zajec.

do utrwalania wiedzy.

jako inspiracja do stworzenia wlasnego samouczka lub prezentacii.

jako poszerzenie wiedzy w lekcjach: ,Pole kwadratu”, ,,Pole prostokata”, ,Pole rombu”,
»Pole trapezu”, ,Pole rownolegtoboku”
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