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Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej szeScianu, wystarczy zna¢ dlugosc jego krawedzi
(oznaczmy ja jako x). Pole powierzchni szeScianu mozemy wowczas wyznaczy¢, wstawiajac
odpowiednig warto$¢ do wzoru P(z) = 6z2, czyli obliczyé wartoéé pewnego wielomianu.
W przypadku prostopadioscianu do obliczenia pola powierzchni nie wystarczy znajomo$c
dlugosci jednej krawedzi. Jezeli jednak bedziemy zna¢ dtugosci trzech krawedzi
wychodzacych z jednego wierzchotka (oznaczmy je jako z, y i 2), to pole powierzchni
obliczymy jako wartoé¢ funkciji tych trzech zmiennych: P(z,y, z) = 2zy + 2yz + 2zz.

Ta funkcja rowniez moze by¢ nazwana wielomianem, ale jest to wielomian z trzema
zZmiennymi.

W tym materiale zajmiemy si¢ wlasnie wielomianami kilku zmiennych.

Twoje cele

» Rozpoznasz jednomiany zawierajace wiecejniz jedng zmienna.
e Rozréznisz wielomiany wielu zmiennych.

o Okreslisz stopien wielomianu wielu zmiennych.



Przeczytaj

Definicja: Jednomian wielu zmiennych
Jednomianem wielu zmiennych 1, o, . . ., T nazywamy iloczyn liczb i tych zmiennych.

Zmienne w jednomianie moga by¢ podniesione do potegi o wyktadniku naturalnym.
Zauwazmy tez, ze wspotczynnikiem liczbowym jednomianu moze by¢ w szczegolnosci
liczba jeden lub minus jeden.

Przyktad 1

o —523y%2 - to jednomian zmiennych z, yi 2

* 3521°z,° - to jednomian zmiennych z1, z;

Jednomian wielu zmiennych jest wiec uogélnieniem pojecia jednomianu jednej zmienne;.
Definicja: Stopien jednomianu wielu zmiennych

Stopniem jednomianu wielu zmiennych nazywamy sume wykladnikow poteg
wszystkich zmiennych danego jednomianu.

Jezeli jednomian jest liczbg r6zng od zera, to jest on jednomianem stopnia 0.

Jezeli jednomian jest zerem (stalg rowna 0), to przyjmuje sie¢, ze nie ma on okreslonego
stopnia.

Przyktad 2

Stopien jednomianu —5z3y?z wynosi 3 +2 + 1 = 6.

Stopien jednomianu ;—gxl%f tod5+6 = 11.

Jednomian 6\/5jestjednomianem stopnia 0.

Jednomian zerowy 0 nie ma okreslonego stopnia.

Definicja: Wielomian wielu zmiennych

Wielomianem wielu zmiennych W (zq, s, . . ., ¢;) nazywamy sume jednomianow z tymi
Zmiennymi.

Zauwazmy, ze nie w kazdym jednomianie muszg wystgpi¢ wszystkie podane zmienne.

Przyktad 3
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Wielomianami wielu zmiennych sa:
o W(z,y,2) =5x3y’z — 1lzyz® + 4z — 21
o W(a,b,c,d) = a®b’c’d* — 3abcd + ab’cd
Definicja: Stopien wielomianu wielu zmiennych

Stopniem wielomianu wielu zmiennych W (z1, xo, . . ., ;) nazywamy najwyzszy sposrod
stopni jednomianow, ktorych suma tworzy dany wielomian (po zredukowaniu wyrazéow
podobnych).

Podajac stopien wielomianu mozna uzy¢ oznaczenia st(W(xy, ¢, . .., zx)) lub
deg(W(z1,x2,...,2k)).

Przyktad 4

Krotki film pokazuje, jak ustali¢ stopien wielomianu trzech zmiennych
W(z,y,2) = bxdyz — Tx?y’z + 122y2° — 425y + 22 — 13

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZhd2ibQx

Film nawigzujgcy do treSci materiatu

Przyktad 5

Dany jest wielomian stopnia 6smego W (z,y) = z'y* + 4.

Polecenie
Jak zapisa¢ W (z,y) w postaci iloczynu dwoch wielomianéw stopnia czwartego?

Rozwigzanie

e Postuzymy sie dwoma wzorami skroconego mnozenia: na réoznice kwadratow i na
kwadrat sumy.

o W(x,y) = z*y* + 4% + 4 — 4x?y?

. W(z,y) = (2% +2)" — (2ay)*

o W(z,y) = (2% + 2 — 2zy) (2% + 2 + 2ay)

Stownik
jednomian wielu zmiennych z{, xs, . . ., T},

iloczyn liczb i tych zmiennych.
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Zmienne w jednomianie moga by¢ podniesione do potegi o wyktadniku naturalnym.
stopien jednomianu wielu zmiennych
suma wyktadnikow poteg wszystkich zmiennych danego jednomianu.

 Jezeli jednomian jest stalg r6zna od zera, to jest on jednomianem stopnia 0;
 Jezeli jednomian jest zerem (stala rowng 0), to przyjmuje sie, ze nie ma on
okreslonego stopnia

stopien wielomianu wielu zmiennych W (z1, xo, ..., z)

najwyzszy sposrod stopni jednomianow, ktorych suma tworzy dany wielomian (po
zredukowaniu wyrazow podobnych), deg(W (z1, xa, . . ., zy))

wielomian wielu zmiennych W (z1, xo, ..., z)

suma jednomianow z tymi zmiennymi



Animacja

Polecenie 1
Przeanalizuj rozwigzane ponizej przyktady.

Niecha =z +y+ 2, b = 2y + yz + zz, c = xy=z.

Prezentujemy, jak przedstawi¢ podany wielomian W (z, y, z) z niewiadomymi z, y, z jako
wielomian P(a, b, ¢) z niewiadomymi a, bi ¢ w trzech przypadkach:

o W(z,y,2) = 23yz + zyPz + zy2?
(z,y, 2) = 2%y + zy® + 2 + y2? + 22z + 22?
(z,y,2) =2 + ¢ +2°

e W
e W

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DMpFPGNpV

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacejwielomianu wielu zmiennych.

Polecenie 2

Niecha=x+y+ 2 b= 2y + yz + zz, c = xy=.
Przedstaw wielomian W (z, y, z) = z%y* + 3?2 + 2°z? z niewiadomymi z, ¥, z jako
wielomian P(a, b, ¢) z niewiadomymi a, bi c.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Whisz stopien kazdego z podanych jednomianéw

Jednomian Stopien

3120yt 24

—15abc’de

3:131533211563
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12/5

Cwiczenie 2

Dany jest wielomian. Na podstawie instrukcji ponizej zaznacz odpowiednim kolorem ®
jednomiany.

W(z,y,2) =
425 +4x5+24+2023 2+102% 24922 +1221 2 +6 2 23 +4y  +4y2 23 +25+25 22




Cwiczenie 3

Suma dwdch jednomiandw stopnia trzeciego

moze by¢ wielomianem stopnia pierwszego

moze by¢ wielomianem stopnia trzeciego

O o O

moze by¢ wielomianem stopnia zerowego
(] moze by¢ wielomianem zerowym

(] moze by¢ wielomianem stopnia drugiego

Cwiczenie 4

Okresl stopien wielomianu
W(a,b) = al® — a®b® — 6a’b® + 2a°b” — 3a*b% + 9426 — 3a2b® — 6ab'® + b4 — 1

O 54
O 10

15

O
O 14
O 13



Cwiczenie 5
Okre$l stopien wielomianu W (z, y, z) = (:B4y3z — 3zy’ 2z + 4z9)11
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Cwiczenie 6

Dany jest wielomian W (z,y) = 10x? — 12zy — 4z + 5y*> — 6y + 13. Wskaz wszystkie
zdania prawdziwe:

(] Najmniejsza wartoscig wielomianu jest 0.
[ ] Wielomian W (z,y) przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Wielomian mozna przeksztatci¢ do postaci
W(z,y) = 3z — 2y)° + (z — 2)* + (y — 3)°.

(] Jezeliliczby z i y beda nieparzyste, to W(a:, y) przyjmie wartosc nieparzysta.



Cwiczenie 7 @
Dany jest wielomian W (z,y) = 4z* + y*. Uporzadkuj kolejne kroki rozumowania
pokazujacego, jak zapisac ten wielomian w postaci iloczynu dwdch wielomianéw stopnia
drugiego.

W(z,y) = (22> +47)° — (2ay)’ s
W(z,y) = 4z* + y* + 4x?y? — 4z%y? s
W(z,y) = (4:134 + 4x%? + y4) — 42> =
W(z,y) = (23:2 +y? + 2:1:y) . (2:132 +9? - 233y) a
Cwiczenie 8 @

Niech a = = + y, b = zy. Dopasuj do wielomianu W (z, y) z niewiadomymi z, y odpowiedni
wielomian P(a, b) z niewiadomymi a, b

W(z,y) = 22y® + x3y> P(a,b) = ab?
W(z,y) = 2° + 9 P(a,b) = a®b — b?

W(z,y) = 23y + 2% + 2 P(a,b) = ab
W(z,y) =zt +9* P(a,b) = a® — 3ab
W(z,y) =z +9° P(a,b) = a®> — 2b

W(z,y) = 22y + z9 P(a,b) = a* — 4ab + 2b*



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wielomian wielu zmiennych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje jednomiany zawierajgce wiecej, niz jedng niewiadoma.
e buduje wielomiany wielu zmiennych.

o okresla stopien wielomianu kilku zmiennych,

» tworzy algorytm wyznaczania stopnia wielomianu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

o Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’ i przygotowuja po
trzy pytania zwigzane z tematem lekcji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajgcg w temat lekcji. Uczniowie spisuja na
tablicy pytania, ktore przygotowali w domu.

2. Nauczyciel omawia cele do osiggniecia w trakcie lekcji, wspolnie z uczniami ustala
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem przedstawionym w animaciji.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na 4 grupy. Kazda z grup po kolei udziela odpowiedzi na
jedno z pytan zwigzanych z tematem lekcji (przygotowanych przez uczniow w domu
i zapisanych na tablicy na poczatku lekcji). Jezeli odpowiedz jest niepeina uzupetniaja
ja uczniowie z kolejnej grupy, dopiero na koncu nauczyciel.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja polecenia z sekcji animacja.

4. Zadania (numer 4, 5, 6, 7, 8) z sekcji ,Sprawdz si¢”. uczniowie wykonujg w parach.
Nastepnie konsultuja swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie. Wybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci, odnoszac sie do ustalonych na poczatku
lekcji kryteriow sukcesu.

Praca domowa:



o Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1, 2, 3 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy przed kartkowka.
Animacje¢ mozna wykorzysta¢ w tematach zwigzanych z przeksztalcaniem wyrazen
algebraicznych.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

