Objetosc ostrostupa prawidtowego czworokgtnego

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja 3D

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Ostrostup prawidtowy czworokatny to bryla, z ktérg najczesciej bedziesz sie spotykac

w szkole Sredniej. Znana jest od wielu tysiecy lat — wystarczy wspomnie¢ Piramide Cheopsa.
Gdybys chciat obliczy¢ objetosc¢ tejbudowli, musialby$ znac jedynie dtugosc¢ jego krawedzi
podstawy oraz wysokosc¢.

Piramida Cheopsa




Zrédto: DEZALB, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Warto wyjecha¢ do Egiptu i zmierzy¢ ja.

W tym materiale dowiesz sig, jak obliczy¢ objetos¢ ostrostupa prawidlowego
czworokatnego.

Twoje cele

e Obliczysz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego.
o Wykorzystasz trygonometrie w zadaniach.



Przeczytaj

Ostrostup prawidtowy czworokatny to ostrostup, ktorego podstawgq jest kwadrat, a Sciany
boczne s3 identycznymi trojkatami rownoramiennymi.

Zacznijmy od ogolnego wzoru na objetoS¢ ostrostupa:
V=3P, H,

gdzie:

P, - pole podstawy,

H - wysokos¢ ostrostupa.

Podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest kwadrat, zatem wzor na jego
objeto$¢ mozemy przedstawi¢ nastepujaco:

V:%-a2-H.

Przyktad 1

Jakg wysokos$¢ powinien miec ostrostup prawidtowy czworokgtny o krawedzi podstawy
dtugosci 10 cm, aby miat te samg objetos¢ co ostrostup prawidtowy czworokatny
o krawedzi podstawy dtugosci 12 c¢m i wysokosci 9 cm?

Rozwigzanie



javascript:void(0);

Zacznijmy od policzenia objetosci drugiego ostrostupa:

V=3-122.9 =432,

Niech H - wysoko$¢ pierwszego ostrostupa. Wtedy:

432 = + - 10° - H,

H = 12,96 [cm)].

Przyktad 2

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest trojkatem rébwnoramiennym,

w ktorym kat pomiedzy ramionami ma miar¢ o . Oblicz objetoSc¢ ostrostupa, wiedzgc, ze

cos 5 = %’ a krawedz podstawy ma dlugos¢ 18 cm.

Rozwigzanie

Przeanalizujmy rysunek i Sciane boczng trojkata.
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Na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy, ze = 1, czyli krawedz boczna ma dtugos¢
15 cm, a wysoko$¢ Sciany bocznej12 cm.

Policzmy teraz wysokos$¢ ostrostupa.


javascript:void(0);

%

— 92 =+/63 =37
V=4-18.3V7=324V7
Przyktad 3

Objeto$¢ ostrostupa wyrazona jest za pomocg wyrazenia algebraicznego 27a3b. lle wynosi
wysoko$¢ ostrostupa, jesli jego przekatna podstawy ma dtugos¢ b?

Rozwigzanie
Zacznijmy od przyjecia zatozen:a > 0ib > 0.

Niech H oznacza wysoko$¢ ostrostupa.

bb _ b
P=%=3
V=%P -H

Mamy wiec rownanie:

270 = + - £ . H,

162a3b = b*H.

Stad wysoko$¢ ostrostupa wynosi:
H =18

Przyktad 4



Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego o wysokosci rownej 8, jesli
cosinus kata miedzy wysokoscig tego ostrostupa a krawedzig boczna jest rowny %.

Rozwigzanie

8
€T 7

Z definicji cosinusa mamy % =
z = 10, wiec y = 6.

P, = % =72
V=+-72-8=192

Przyktad 5

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowne 2P, a wysoko$¢ jego
Sciany bocznejjest rowna h. Wyznacz objeto$¢ ostrostupa.

Rozwigzanie

Skoro pole podstawy wynosi 2P, to krawedz podstawy ma dlugo$¢ v/ 2P. Zrobmy rysunek
pomocniczy.



Obliczmy wysokos¢ ostrostupa:
vap\? _

H? + (T) = h2,

H?=h?— 2,

2 _ 4h*-2P
H® = —=,

H = \4h>—2P
= .

Objetosc¢ ostrostupa wynosi wiec:

V=1.2p. VI _ 2 /57 3P,

Zauwazmy, ze ksztalt ostrostupa prawidtowego czworokatnego zalezy od dlugosci krawedzi
podstawy oraz od dtugosci jego wysokosci.

Zwrocmy uwage, co sie dzieje, gdy zwiekszamy tylko wysokos¢ ostrostupa (np. dwukrotnie),
albo tylko dlugos¢ krawedzi podstawy (rowniez dwukrotnie). Wyciggnij wnioski.

Jaki ma to wptyw na objetoS¢ naszej bryty?



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DP6kHc2Ub

Przyktad 6

Jak zwiekszy sie objetos$¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego, gdy jego wysokos¢
zwiekszymy 3 razy a krawedz podstawy 2 razy?

Rozwigzanie

Niech H - wysoko$¢ ostrostupa,

a - dtugosc¢ krawedzi podstawy.

Objetos¢ wynosi V = %a2 - H.

Jesli wysokos¢ zwiekszymy 3 razy, a krawedz podstawy 2 razy, to otrzymamy:

V' =+(2a)?-3H = % -4a® - 3H = 3 - 124°H = 12V,

€O 0znacza, ze objetos¢ zwiekszyla sie 12 razy.

Stownik
ostrostup prawidtowy czworokatny

ostrostup, ktorego podstawa jest kwadrat, a wszystkie Sciany boczne sg przystajgcymi
trojkatami rownoramiennymi


https://zpe.gov.pl/a/DP6kHc2Ub

Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z trescig animacji 3D. Zwrdd¢ uwage na wykorzystanie tréjkatéw prostokatnych
w ostrostupach, twierdzenie Pitagorasa i trygonometrie. Pomagajg one w obliczeniu objetosci
omawianych ostrostupéw.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DaANfq6dU

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej objetosci ostrostupa prawidlowego
czworokatnego.

Polecenie 2

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy dtugosci 2\/5
i krawedzi bocznej dtugosci 5.



https://zpe.gov.pl/a/DaANfq6dU

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Piramida Cheopsa to gigant architektoniczny, ktérego podstawa ma krawedz dtugosci ok.
230 m. Jej wysokos¢ to okoto 150 m. Objetosc tej Piramidy wynosi:

264500 m?>

2645000 m?>

o O O

264500 m*®

() 2645000 m®

Cwiczenie 2 @)
Uzupetnij zdanie, przyciggajac odpowiednig liczbe w puste miejsce:

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy 8 cm i wysokosci

wynosi 192 cm?.

‘180mH9cmH6cm’

Cwiczenie 3



Cwiczenie 4

Uzupetnij zdanie.

a wysokos¢ ostrostupa zmniejszymy dwukrotnie.

zmniejszy sie ’ ‘ 200 % ’ ‘ 100 % ’ ‘ zwiekszy sie

Cwiczenie 5

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugos¢ 4 cm i objetosc

128 3
—3 cm-.

Wysokos¢ Sciany bocznej opuszczona na krawedz podstawy wynosi:

O 215
O 68
O 2v17



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidtowy czworokatny.

Oblicz jego objetos¢ i wskaz prawidtowa odpowiedz.

3H?
O 2tg? o
O 2H?
3tg’a
2H?
O 3tg? o
3H3
O 2 ‘cg2 a
Cwiczenie 7 @

Wyznacz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego pole podstawy jest
réwne P, a kat nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy wynosi 7 .

Cwiczenie 8 @

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa ma miare

41

« . Oblicz objetos¢ ostrostupa, wiedzac, ze krawedz podstawy ma miare 6, a cosa = = .



Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetosS¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupdéw, ostrostupdéw, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje wzoOr na objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
 oblicza objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego w réznych zadaniach,
» wykorzystuje trygonometri¢ w zadaniach.

Strategie nauczania:
 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e pogadanka,
 analiza pomystow,
e burza mozgow.

Formy pracy:



praca z catg klasg,
pracaw grupach,
praca w parach.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu,
zeszyt,

tablica,

pisak.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

Zaciekawienie ucznia ostrostupami prawidtowymi czworokgtnymi poprzez pokazanie
Piramidy Cheopsa, ktora jest przyktadem takiej bryty.

Burza mo6zgow na temat mozliwych wymiarow piramidy.

Odpowiedz na pytanie, ktore wymiary sg potrzebne do obliczenia objetosci takiej bryty.
Przypomnienie wzoru na objetoSc¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego.

Faza realizacyjna:

Uczniowie analizuja w parach przyktady 1-5 w sekcji ,Przeczytaj”. Zgtaszaja pytania na
forum klasy, wspolnie z nauczycielem udzielajg na nie odpowiedzi.

Uczniowie analizujg aplet geogebry (przyktad 6 w sekcji ,,Przeczytaj’), ktory pokazuje,
ze ksztalt ostrostupa zalezy od dtugosci krawedzi podstawy oraz wysokosci ostrostupa.
Nauczyciel zadaje pytanie, czy na podstawie informaciji o dlugosciach krawedzi dwoch
ostrostupow mozna wywnioskowac, ktory z nich ma wieksza objetos¢. Czy tak jest
zawsze? Od czego to zalezy?

Uczniowie dziela si¢ na grupy, ogladajg animacje 3D a nastepnie rozwiazuja polecenia
Z nig zwigzane.

Nauczyciel inicjuje wspolne omowienie wynikow.

Nauczyciel pyta uczniow, jak mogg zmieni¢ si¢ wymiary odcinkow w ostrostupie, aby
objetos¢ byta taka sama, dwukrotnie mniejsza, trzykrotnie wigeksza, itd.

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia zamkniete z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wspolna analiza
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel inicjuje krotkg rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie
sie nauczyli).

Nauczyciel prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacje.



Praca domowa:

Rozwigzanie ¢wiczen otwartych z sekciji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Objetosc¢ ostrostupa

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje 3D do pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajq sie
z jej treScia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie
rozwiazac zadania dotyczgce objetosci ostrostupa prawidlowego czworokatnego. Mozna
tez zaproponowac uczniom animacje 3D jako powtorzenie wiadomosci ze stereometrii lub
przyklady zastosowan twierdzenia Pitagorasa.


https://epodreczniki.pl/a/objetosc-ostroslupa/DmCUsUyIf

