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Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Do tej pory mowiliSmy o funkcjach trygonometrycznych argumentu, ktory byt miarg kata -
stopniowa lub tukowa. W tejlekcji skupimy si¢ na tym, aby zdefiniowac funkcje
trygonometryczne liczb rzeczywistych. Okazuje si¢, ze po tym zabiegu mozna zupetnie
‘oderwac si¢” od geometrii oraz miar katow i czysto analitycznie bada¢ wlasnosci funkcji
trygonometrycznych takie jak: monotoniczno$c¢, okresowosc, znak, parzystosc,
nieparzysto$c¢, wykresy oraz ich wlasnosci itp. Te z kolei znakomicie sprawdzaja si¢ przy
rozwigzywaniu rownan trygonometrycznych.

Twoje cele

» Wykonasz dzielenie z resztg liczby rzeczywistej przez liczbe rzeczywista.
» Zastosujesz definicje funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywiste;j.



Przeczytaj

Zaczniemy od zdefiniowania dzielenia z resztg liczby rzeczywistej przez liczbe rzeczywista.

Podzieli¢ z reszta liczbe rzeczywistg x przez liczbe rzeczywistg dodatnig y oznacza
przedstawic liczbe = w postaci

r=k-y+r

gdzie:
k - jest liczba catkowita,
r - jest liczbg nieujemna mniejsza niz y.

Liczbe » w powyzszej definicji nazywamy reszta z dzielenia liczby = przez liczbe y.
Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca liczby %
Przyktad 1

Wykonamy dzielenie z reszta liczby = przez liczbe y, wyznaczajgc iloraz catkowity k
ireszte r:

mwzﬁy:%

Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu % = 21.
3

Zatemk = 21.Czyli 7 = 21 - % + 0.
Stad reszta z dzielenia liczby 7 przez liczbe % jest rowna 0.
b)r=13,y= <2

Liczba k jest najwieksza liczba catkowita nieprzekraczajgcg ilorazu £ = 32 =7 %.
3

Zatemk =7.Czyli13 =7 - % + %.

4

Stad reszta z dzielenia liczby 13 przez liczbe % jestrowna 3.

_E2 _ 13
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Liczba k jest najwigkszg liczba catkowitg nieprzekraczajacg ilorazu
57 _ 7 _ 37 .7 _ 31 _37
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Zatem k = 3. Czyli 5% =3- 1% + 1
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Stad reszta z dzielenia liczby 5% przez liczbe 12 jest rowna 1.

11 2

Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu

11
5 o _ 4.3 _ 1 _ _q5

2 9 "2 — 6
3

Zatemk = —2.Czyli — % = —2- % + 7.

Stad reszta r z dzielenia liczby 52 = przez liczbe 13 > jestrowna
2 11, 4 1, 12 1
r=-3+2-3=-3 +§=—9 9 =73

e):c:—%ﬁ,y:%ﬁ

Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu

17V2
T3 12 1 __ 11 _ _95

2V2 3 2v2 6
Zatem k = —3. Czyli — ‘/_ —3-2v2 47

Stad reszta r z dzielenia liczby —M przez liczbe 2\/—]est réwna

17v/2 Jr6\/— 17??/5 + 18\/2 _ %

r=-""3" 3

Poniewaz funkcje trygonometryczne sg nierozerwalnie potaczone z miarami katow,
najwazniejsze bedzie dla nas wyznaczanie reszty z dzielenia przez pewne szczegoélne liczby
takie jak 27 oraz 7.

Przyktad 2

Podzielimy z resztg liczbe « przez liczbe y, wyznaczajgc iloraz catkowity k oraz reszte r.

a)zc:%,y:%r

Liczba k jest najwigkszg liczba catkowitg nieprzekraczajgcg ilorazu

207
5 _20r .1 _ 10 _g1

2r 3 2T 3

Zatem k = 3. Czyli = 20 :6%-7r:3-27r+ %

271'

Stad reszta z dzielenia liczby <5~ 2 przezliczbe 2 jest réwna 5

bz =—-2 y=2n

Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu
o 2m 110 g1
= -3+

2r 3 2T 3

Zatem k = —4. Czyli —% = —6% = —4-2m+ .
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~ przezliczbe 2w jestrownar =4 -2r — 65 - = 5

Stad reszta r z dzielenia liczby —

Jz=Fy=7%
Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu
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Zatemk = 13. Czyli &= = 13- % +r.

Stad reszta r z dzielenia liczby <= 2m przez liczbe & jestrowna

207 m _ 40w 397r_7r
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Liczba k jest najwieksza liczba catkowitg nieprzekraczajgca ilorazu

201
3 __&.2:____131
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3 3 T

Zatemk = —14. Czyli — 2 = —14- F +r.
Stad reszta r z dzielenia liczby — 20” przezliczbe 5 jest rowna
r=-—27 414. 2 :—6%-7r-|—77r— I

Przypomnijmy, ze najwigkszg liczbe catkowita nieprzekraczajaca danejliczby a nazywamy
czes$cia catkowitg (lub cechy) liczby a i oznaczamy [a]. Roznice liczby a i jej czesci
catkowitej nazywamy czescig utamkowg (lub mantysg) i oznaczamy {a}. Zatem

{a} = a — [a].

W omawianym przez nas wzorze ¢ = ky + r, gdzie k € Z,r € (0, y), k jest czescia

catkowity ilorazu <, zatem k = [%} , czyli wzor przyjmuje postac:

o=l vtrer=e-ls]ver=u(s-[5]) o r=vii}

Wrynika stad, ze r jest iloczynem czeSci utamkowej ilorazu % oraz liczby y.
Przyktad 3
Wyznaczymy iloraz catkowity i reszte z dzielenia liczby 2020 przez .

Iloraz calkowity to czes¢ catkowita liczby === 2020 , zatem k = [@} = 642. Resztar

z dzielenia 2020 przez 7 jest rowna
mo {2 = (2 [2E]) = 1. (22— 642) = 2020 — 6427 ~ 3,0975, co

s
istotnie jest 11czbq mniejsza od 7.

Wazne!
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Mozna zauwazy¢, ze:

1. Dla dowolnejliczby rzeczywistej x i dowolnejliczby dodatniej y istnieje doktadnie
jedna liczba catkowita k oraz doktadnie jedna liczba r € (0, y) takie, ze © = ky + r.
2. Kazdejliczbie rzeczywistej £ mozna przyporzadkowac jejreszte z dzielenia przez 2.

Reszta ta jest miarg tukowa pewnego kata z przedziatu (0, 2m).

Wobec powyzszego:

» sinusem liczby rzeczywistej x nazywamy sinus kata o mierze tukowej z, gdzie g jest
reszty z dzielenia liczby = przez 2,

» cosinusem liczby rzeczywistej £ nazywamy cosinus kata o mierze tukowej z, gdzie
T jest resztg z dzielenia liczby x przez 2,

» tangensem liczby rzeczywistej  nazywamy tangens kata o mierze tukowej ¢, gdzie
T jest reszty z dzielenia liczby = przez 27 (o ile tangens istnieje, czyliz # § + k-,
k € 7).

Przyktad 4

m|$|

a)sin(— ) =sin(~1-2r+ I) =sin T =
bytg (—25) —tg (—2- 27+ &) =tg = = X3,

c)cos(35) =cos(3-2m+ 5) =cos § = 5.

Przyktad 5
Wykazemy, ze sin ﬁ = coS _11%)7”.
Podzielimy z reszta liczby 2% oraz =X przez 27

olmr _ 50m47w _ 50w | m _ T 5. s

—1177 __ —120m4+3m __ 1207r - 3= _ _p. 3
0 10 = + 127+ 45 = —6- 27 + 3
Zatem:

51w : T\ _ ot T
51nT—51n(5-27r+3)—sm5

—117m __ _A. 3 3
Cos —3; —cos( 627+ 10) = Cos g

Zauwazmy teraz, ze = + = % 4 i’—g — ?_g =z

Stqd na mocy tozsamosci sin(E — &) = cos z, otrzymujemy

2
: T\ 3 A ‘
sin § = cos(7 — g) cos 47, co konczy dowod.



Stownik
dzielenie z resztg liczb rzeczywistych

podzieli¢ z resztg liczbe rzeczywistg x przez liczbe dodatnig y oznacza przedstawic
liczbe  w postaci

z=k-y+r

gdzie:
k - jest liczba catkowita,
r - nalezy do przedziatu (0, 27)

iloraz catkowity liczb rzeczywistych x iy

najwieksza liczba catkowita niewigksza niz iloraz %; inaczej: czes¢ catkowita ilorazu %
czesc¢ catkowita liczby x

najwieksza liczba catkowita niewieksza niz x, oznaczamy jg przez [z]

czes¢ utamkowa liczby x

réznica liczby x oraz jej czesci catkowitej, oznaczamy jg przez {z }; zachodzi rownos¢:

{z} =z — 2]




Infografika

Polecenie 1
Przeanalizuj informacje zawarte w infografice.

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w infografice zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Wartos¢ wyrazenia cos( 7(13” ) jest rowna — @

Wartosci wyrazen sin( 47”) i cos &% 25” sg liczbami przeciwnymi.
Wartosci wyrazen tg( A ) |tg =L s3 liczbami wzajemnie odwrotnymi.

Wartos¢ wyrazenia tg(—%) jest rowna V3.

o o 0O o O

V2

Wartos¢ wyrazenia sin 417’ jest rowna —5=.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wyznacz dla kazdej pary liczb z i y iloraz catkowity z dzielenia liczby = przez y. Wyniki wpisz
w drugg kolumne.

Liczby z iy lloraz catkowity z dzielenia x przez y
2
z="7 9= 3
2
r = _77 Yy=3

Cwiczenie 2 ¢

Woyznacz dla kazdej pary liczb z i y reszte z dzielenia liczby x przez y. Potaczw pary z i y
z odpowiednig resztg z dzielenia.

z=-T,y=7 &
=T y=3 3
T=-%,y=1% 5
z=T,y=7 o
T=—%y=7% 3

| Ewiczenie 3




Cwiczenie 4
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Resztazdzielenia liczby —% przez liczbe % jest rowna 0.

177

[ ] Resztazdzielenia liczby —=¢ brzezliczbe % jest réwna %

s

(] Resztazdzielenia liczby —% przez liczbe 3 jest rowna —

107

,_.
=N
3

(] Resztaz dzielenia liczby przez liczbe 5 jest réwna %.

p—
-3
3

(] Resztaz dzielenia liczby =~ przez liczbe % jest réwna %

Cwiczenie 5

Do ktorej ¢wiartki uktadu wspotrzednych nalezy drugie ramie kata umieszczonego w tym
uktadzie, jesli znana jest jego miara? Wskaz poprawng odpowiedz.

Miara tukowa

kata I éwiartka IT éwiartka IIT éwiartka IV éwiartka
= O O O O
5 O O O
. O O O O
5 O O O O
—F O O O O
— 4 O O O O
—4r O O O O
—0 O O O O

Cwiczenie 6



Cwiczenie 7

sin %
sin %
sin (~ iz
sin 77
sin(~4z)
sin %

Cwiczenie 8

dziedzine funkcji 0 wzorze g(z) =tg (2

r— =

3

cos(— 5
cos &
cos 27
cos(~ 32)
cos(—3m)
cos(—6m)

Wiedzac, ze dziedzing funkcji f(z) =tg z jest zbior liczb x # + + km, k € Z, wyznacz

).

@

Potacz w pary wyrazenia, ktére majg rowne wartosci. Mozesz skorzystac z definicji funkcji
trygonometrycznych kata dowolnego.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» wykonuje dzielenie z reszta liczby rzeczywistej przez liczbe rzeczywista.
 stosuje definicje funkcji trygonometrycznych zmiennejrzeczywiste;.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
» metoda krokodyla.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedq poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja na czym polega dzielenie z reszta. Analizujg Przyktad 1 z sekcji
LPrzeczytaj

2. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Funkcje trygonometryczne
zmiennejrzeczywistej’.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg pozostate przyktady z sekciji
»Przeczytaj’. Po zapoznaniu si¢ z kazdym zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane sg na forum klasy

2. Uczniowie indywidualnie analizujg tresci w sekciji ,Infografika” Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci, ktore pojawily si¢ po zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,0zywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Funkcje trygonometryczne zmiennej
rzeczywistej’ i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,, Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej.
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