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Grafy stuza do modelowania wielu typow relacji i procesow w systemach fizycznych,
biologicznych, spotecznych i informacyjnych. Za pomocg wierzchotkéw oraz krawedzi
mozna przedstawic¢ wiele praktycznych sytuacji. Teoria grafow pozwala spojrze¢ na
problem z nieco innej perspektywy, opisa¢ sytuacje za pomocg potaczen lub powigzac
relacje z pewnymi wlasciwoSciami. Wiecej informacji o teorii grafow znajdziesz

w e-materiale Wprowadzenie do teorii grafow.

W tym e-materiale przyjrzymy si¢ zastosowaniu teorii grafow w jezyku Python.

Wyjasnienie tego zagadnienia w konteks$cie pozostalych jezykoéw programowania znajdziesz
w e-materiatach:

o Wprowadzenie do teorii grafow w jezyku C++,
» Wprowadzenie do teorii grafow w jezyku Java.
Twoje cele

e Zaimplementujesz rozwigzania prostych problemow dotyczacych teorii grafow
w jezyku Python.

e Zapoznasz si¢ z przyktadowg implementacjg grafu w jezyku Python.

o Zaimplementujesz klas¢ grafu, zawierajacg wszystkie potrzebne dane na temat

wierzchotkow i krawedzi.
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e Rozwigzesz problemy zwigzane z sgsiedztwem wierzchotkow grafow.



Przeczytaj

Struktura grafu

Graf jest strukturg sktadajgcg si¢ z obiektow (wierzchotkoéw) oraz z powiazan miedzy nimi
(krawedzi). Zazwyczaj przedstawiany jest w formie diagramu jako zbior punktow
potaczonych odcinkami, gdzie punkty przedstawiajg wierzcholki, a odcinki - krawedzie
grafu.

Wierzchotek oznaczony jako ,3”

2

Krawedz taczaca wierzchotki ,3” i ,1”

3

Sasiad wierzchotka ,1"

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wierzchotki i krawedzie
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Podczas implementacji potrzebna jest mozliwo$¢ rozroznienia wierzchotkow. Osiggnac to
mozna, na przyktad oznaczajgc poszczegolne wierzchotki kolejnymi liczbami naturalnymi,
zaczynajac od 0. Przechowywac je bedziemy za pomoca listy.

Warto zaznaczyc¢, ze wierzchotki moga by¢ reprezentowane réwniez za pomoca liter (taki
przypadek zaprezentowano w Cwiczeniu 1 na dole tej sekcii).

wierzcholki = []

Podobnie w przypadku krawedzi:

krawedzie = []

Listy sg parametrami klasy Graf. Klasa ta ma z kolei dwa pola - liste wierzchotkow grafu
oraz liste jego krawedzi. DomySlnymi parametrami konstruktora tej klasy beda puste listy:

class Graf:
def __init__(self, wierzcholki=[], krawedzie=[]):
self.wierzcholki = wierzcholki
self.krawedzie = krawedzie

Wierzchotki grafu reprezentowane beda liczbami naturalnymi.

Utworzony w ten sposob obiekt graf klasy Graf ma trzy rozne wierzchotki oznaczone
numerami 0, 1 oraz 2, jednak nie ma zadnych krawedzi:

graf = Graf([0, 1, 2])

By wyswietli¢ wierzchotki obiektu graf klasy Graf, wykorzystamy polecenie print:

print(graf.wierzcholki)

Kazda krawedZ reprezentowana jest przez dwuelementowa liste zawierajaca numery
wierzchotkow, ktore taczy.

Dodajmy do utworzonego obiektu krawedzie taczace wierzchotki:



1 graf = eraf([0, 1, 2], [[o, 1], [0, 2]])
Graf opisany za pomocg ponizszej klasy:
1 graf = eraf([7, 5, 4, 5, 1, 2], [[7, 5], [4, 6], [1, 2]1])

wygladatby nastepujaco:

a)

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Polecenie 1

Jak nazywamy graf, ktorego nie wszystkie wierzchotki potgczone s3 ze sobg krawedziami?

Przyktad

W jaki sposéb mogliby$my za pomoca kodu zaprezentowac graf zamieszczony na poczatku
tej sekcji?

Zacznijmy od wierzchotkow.
1 graf = Graf([7, 2, 3, 1, 4, 5, 6, 0])
Mamy do czynienia z grafem spojnym, wiec jego wierzchotki potgczone sg krawedziami.

1 graf = G6raf([7, 2, 3, 1, 4, 5, 6, 0], [[7, 3], [2, 3], [3, 1], [4



Cwiczenie 1

Dany jest graf G.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Opisz go za pomocg klasy Graf zawierajacej liste krawedzi oraz liste wierzchotkéw.




Stownik
droga

cigg wierzchotkow, w ktorym wszystkie wyrazy (z wyjatkiem pierwszego i ostatniego,
ktore mogg by¢ rowne) sg rozne
graf

struktura sktadajgca sie z niepustego zbioru wierzchotkow oraz ze zbioru krawedzi; dla
grafu G zbior wierzchotkow oznaczamy V(G) (ang. verticies - wierzchotki), a zbior
krawedzi - E(G) (ang. edges - krawedzie); liczbe elementow zbioru V(G) oznaczamy
literg n, za$ liczbe elementéw zbioru E(G) - m

graf spojny

graf, w ktorym kazda para wierzchotkow potlgczona jest droga
izomorfizm

wlasciwosc¢ grafow polegajaca na tym, ze liczba krawedzi taczacych dane dwa
wierzchotki jednego grafu jest rowna liczbie krawedzi taczacych odpowiadajgce im
wierzchotki drugiego grafu; jesli graf G jest izomorficzny z grafem H, to gdy jakie$ dwa
wierzchotki sg potaczone krawedzig w jednym z grafow, odpowiadajgce im wierzchotki
w drugim grafie rowniez lgczy krawedz; izomorfizm graféw zachowuje takie wiasnosci
jak: liczba wierzchotkow, liczba krawedzi, stopnie wierzchotkow, czy spojnos¢ grafu
klasa generyczna

klasa w jezyku Java pozwalajgca stworzy¢ ogolng, uniwersalng klase, ktora bedzie
wykonywata dziatania z r6znymi typami danych, umozliwiajgc ponowne uzycie kodu bez
koniecznosci redefiniowania klasy dla kazdego typu

krawedz

nieuporzadkowana para (niekoniecznie réoznych) elementoéw zbioru wierzchotkow, tj.
takich, ktore sg ze soba potaczone; w reprezentacji graficznejjest to linia Igczgca te
wierzchotki; krawedz moze taczy¢ ze sobg jeden wierzchotek (wtedy nazywana jest petlg)
para nieuporzadkowana




zbior ztozony jedynie z dwoch réznych elementéw: {a, b}
stopien wierzchotka

liczba krawedzi incydentnych z danym wierzchotkiem
wierzchotek

inaczej: punkt, wezel; element niepustego zbioru, ktory wraz ze zbiorem krawedzi
tworzy graf



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja przedstawiajgca przyktad implementacji grafu w jezyku Python

z wykorzystaniem klasy Graf zawierajgcej liste wierzchotkdw i liste krawedzi. Zastanow sie,
jakiego typu problemy programistyczne (ale nie tylko) mozna rozwigzywac za pomocga
algorytméw grafowych.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Aby utworzyc reprezentacje grafu w jezyku
Python w postaci listy krawedzi, powinnismy
zaczac¢ od implementacji klasy Graf.

Wiemy juz, za pomocg jakich struktur
przechowywana jest lista krawedzi oraz
wierzchotkow.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Mozemy utworzy¢ przyktadowy obiekt grafu
zawierajacy trzy wierzchotki: 0, 1 i 2. Nastepnie
wypiszemy w konsoli liste wierzchotkéw grafu.

Materiat audio dostepny pod adresem: @



https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Do klasy Graf dodamy funkcje
dodaj_wierzcholek( ), za pomoca ktérej
mozna bedzie doda¢ nowy wierzchotek do
grafu. Konieczne jest sprawdzenie, czy
wierzchotek, ktéry bedziemy chcieli dodaé, nie
znajduje sie juz na lisciewierzcholki - aby
wierzchotki dato sie rozréznié, musza by¢
unikatowe.

O

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Dziatanie funkcji dodaj_wierzcholek()
mozemy zaobserwowad, probujac dodaé
wierzchotki o identyfikatorach O i 3 do
istniejacego grafu. Po kazdej operacji
wypiszemy aktualng liste wierzchotkéw grafu,
aby prezentowac zmiany.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Nastepnie do klasy Graf dodamy funkcje
dodaj_krawedz( ), za pomoca ktérej mozna
bedzie doda¢ nowg krawedz do grafu.



Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Krawedzie muszg taczy¢ istniejgce wierzchotki,
wiec podczas dodawania krawedzi konieczne
jest sprawdzenie, czy wierzchotki podane

w dwuelementowej liscie znajduja sie na liscie
wierzcholki.

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Przed dodaniem krawedzi nalezy sprawdzi¢ (tak
jak w przypadku wierzchotkow), czy dana
krawedz nie zostata juz dodana do grafu.

W naszej implementacji graf nie bedzie miat
krawedzi skierowanych, co oznacza, ze
kolejnos¢ wierzchotkdw jednej krawedzi nie ma
znaczenia - krawedzie [0, 1]i[1, 0]
powinny by¢ traktowane jako takie same. Aby
to zrobi¢, mozemy przeksztatci¢ poréwnywane
krawedzie do postaci zbioru (ang. set) -
struktury danych, w ktérej elementy nie maja
zachowanej kolejnosci - i poréwnac tak
uzyskane struktury.

O

Materiat audio dostepny pod adresem:



https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Nastepnie przetestujemy dodawanie krawedzi -
do konstruktora dodamy krawedzie tagczace
wierzchotki [0, 1] oraz [0, 2]. Dziatanie
funkcji dodaj_krawedz () przetestujemy dla
argumentéw [2, 3] oraz [0, 4].

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/P18BrngzT

Wynik dziatania programu:

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Opracuj notatke podsumowujgcg najwazniejsze informacje przedstawione w prezentacji.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @

Cwiczenie 1 ¢

Do pojec z zakresu teorii graféw przyporzadkuj elementy, ktére mozna za ich pomoca
przedstawic.

Wierzchotek

miasto jako sie¢ ulic ’

mapa potaczen drogowych ’

) wigzanie chemiczne ’
Krawedz

miasto jako punkt na mapie ’

schemat elektroniczny ’ ‘ osoba ’

czasteczka

potaczenie drogowe ’

Graf

relacja znajomosci ’




Cwiczenie 2 »
Wskaz, z ilu wierzchotkéw (reprezentowanych liczbami naturalnymi) sktada sie graf spéjny
o podanej liscie krawedzi:

krawedzie= [[1, @], [1, 2], [1, 31, [2, 31, [3, 41, [5, 1], [5, 3],

Graf spojny to graf, w ktéorym dowolne dwa wierzchotki sg potagczone droga.



Cwiczenie 3 »

Napisz funkcje sprawdzajaca, czy w grafie reprezentowanym przez liste krawedzi istnieje
przekazana jako parametr droga. Dziatanie programu przetestuj dla nastepujacych danych:

1 krawedzie = [[1, 2], [3, 11, [1, 41, [2, 4], [3, 4]1]
2 drogal = [1, 2, 4, 3]
3 droga2 = [1, 2, 3, 4]

Specyfikacja problemu:

Dane:
e krawedzie - tablica krawedzi w grafie sktadajaca sie z par liczb catkowitych
e drogal - tablica liczb catkowitych
e droga2 - tablica liczb catkowitych

Wynik:

Program wypisuje True, jesli droga istnieje, lub False, jesli nie istniegje.

Przyktadowe wyjscie:

1 True
2 False

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji znajdz_droge () sprawdzajacej, czy w grafie
reprezentowanym przez liste krawedzi istnieje dana droga w postaci tablicy droga
indekséw wierzchotkéw. Funkcja ma zwréci¢ odpowiednio True lub False. Zastosuj
wczesniej zaimplementowang funkcje znajdz_krawedz().






Cwiczenie 4 @

Uzupetnij brakujacy kod metody znajdz_krawedz (wierzcholek1, wierzcholek?2)
w klasie Graf, ktéra sprawdzi, czy w grafie istnieje krawedz tgczaca dane wierzchotki.
Dziatanie programu przetestuj dla podanego w kodzie grafu graf i trzech par wierzchotkéw

wierzcholekl1iwierzcholek?2:
e 1,3
e 54
e 2,4
Specyfikacja problemu:
Dane:
e graf - podany graf; obiekt klasy Graf
e wierzcholek1,wierzcholek?2 - wierzchotki grafu; liczby naturalne
Wynik:

Program wypisuje indeksy szukanych krawedzi, jesli zostanie znaleziona krawedz taczaca dwa
wierzchotki, lub -1, jesli nie ma miedzy nimi potaczenia.

Przyktadowe wyjscie:

11
25
3 -1

Twoje zadania

1. Program powinien wypisa¢ w kolejnych liniach wartosci uzyskane dla przyktadowych
wierzchotkéw przez funkcje znajdz_krawedz(wierzcholek1,



wierzcholek?2), ktéra zwraca indeks znalezionej krawedzi lub -1, jesli szukana
krawedz nie istnieje.




Cwiczenie 5 »

Napisz funkcje, ktéra wypisze liste wierzchotkéw grafu wraz ze wszystkimi ich sasiadami.
Dziatanie programu przetestuj dla nastepujacych danych:

1 krawelee = [[11 2]’ [11 3]’ [2I 3]/ [3I 4]/ [5I 1]/ [51 3]/ [51
2 wierzcholki = [1, 2, 3, 4, 5, 6]

Specyfikacja problemu:
Dane:
e krawedzie - tablica krawedzi w grafie sktadajaca sie z par liczb catkowitych
e wierzcholki - tablica wierzchotkéow w grafie; tablica liczb catkowitych
Wynik:

Program wypisuje w kolejnych wierszach indeksy wierzchotkéw oraz po dwukropku indeksy
sgsiadéw danego wierzchotka.

Przyktadowe wyjscie:

o O A WWN B

O 00~ WON B

a L Wk EDN
N W W
EEN ol
ol

Twoje zadania

1. Zdefiniowanie funkcji wypisz_graf (), ktéra wypisze liste wszystkich wierzchotkow
wraz z listg sgsiadéw kazdego wierzchotka grafu reprezentowanego przez liste
krawedzi. Zastosuj gotowa funkcje 1ista_sasiadow( ). Indeksy sasiadow, jak i
kolejnos¢ wierzchotkdw, dla ktoérych listy wypisujemy, musza by¢ posortowane
rosnaco.






Cwiczenie 6 »

Zmodyfikuj funkcje wypisz_graf tak, aby program wypisywat stopnie kolejnych
wierzchotkdéw (stopien wierzchotka jest rowny liczbie wszystkich krawedzi, dla ktorych dany
wierzchotek jest koncem lub poczatkiem). Graf reprezentowany jest przez liste krawedzi. Kazdy
wierzchotek moze pojawic sie tylko raz. Dziatanie programu przetestuj dla nastepujacych
danych:

1 krawedzie = [[0, 6], [1, 2], [1, 3], [2, 6], [3, 41, [5, 11, [5,
2 wierzcholki = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6]

Specyfikacja problemu:
Dane:
e krawedzie - tablica krawedzi w grafie sktadajaca sie z par liczb catkowitych
e wierzcholki - tablica wierzchotkéw w grafie; tablica liczb catkowitych
Wynik:
Program wypisuje stopnie kolejnych wierzchotkow.

Przyktadowe wyjscie:

~N o o WN B
o 00 WONBFEP O
W W kREr WN W

Twoje zadania

1. Zmodyfikuj funkcje wypisz_graf tak, aby program wypisywat stopnie kolejnych
wierzchotkéw.






Dla nauczyciela

Autor: Jakub Tarkowski
Przedmiot: Informatyka

Temat: Wprowadzenie do teorii grafow w jezyku Python

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) w zaleznoSci od problemu rozwigzuje go, stosujgc metode wstepujacg lub
zstepujaca;

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode¢ lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoSc;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:



1) projektuje i tworzy rozbudowane programy w procesie rozwigzywania problemow,
wykorzystuje w programach dobrane do algorytmow struktury danych, w tym
struktury dynamiczne i korzysta z dostepnych bibliotek dla tych struktur;

2) stosuje zasady programowania strukturalnego i obiektowego w rozwiazywaniu
problemoéw;

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przyktady problemow i algorytmow,
w szczegolnosci:

j) grafy (do przedstawiania abstrakcyjnego modelu sytuacji problemowych).
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Zaimplementujesz rozwigzania prostych problemow dotyczacych teorii grafow
w jezyku Python.

e Zapoznasz si¢ z przykladowg implementacjg grafu w jezyku Python.

» Zaimplementujesz klas¢ grafu, zawierajgcg wszystkie potrzebne dane na temat
wierzchotkow i krawedzi.

e Rozwigzesz problemy zwigzane z sgsiedztwem wierzchotkow grafow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie wyszukuja informacje na temat problemoéw, w ktorych rozwigzaniu mozna
zastosowac algorytmy grafowe.

2. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
~Wprowadzenie do teorii grafow w jezyku Python”. Nauczyciel prosi uczniow
0 zapoznanie si¢ z treSciami w sekciji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Uczniowie odpowiadajg na pytanie o to, w jakich sytuacjach moze mie¢ zastosowanie
graf.

2. Nauczyciel wySwietla i odczytuje temat lekcji oraz cele zaje¢. Prosi uczniow
o sformulowanie kryteriow sukcesu.

3. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania ucznioéw do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce, prosi wybrang osobe
o przedstawienie najwazniejszych informacii z sekciji ,Przeczytaj.

Uczniowie analizujg przyktad z sekciji ,Przeczytaj’. Nastepnie indywidualnie wykonuja
Cwiczenie 1 z tej sekcji. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ rozwigzan.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawarto$¢ sekcji ,,Prezentacja
multimedialna”. Uczniowie wspolnie zapoznaja si¢ z trescig zawartego w niej
multimedium. Analizuja przedstawiony program, a nastepnie testujg go na swoich
komputerach. Zapisuja ewentualne problemy i pytania. Po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate tresci.



3. W kolejnym etapie uczniowie dobierajg sie w pary i wykonujg ¢wiczenia nr 1-5 z sekcji
»Sprawdz sie”. Nastepnie konsultujg swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalaja
jedng wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekciji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia z programowania w Pythonie, zwracajgc uwage
na nabyte umiejgtnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja Polecenie 1z sekcji ,Przeczytaj’.
2. Uczniowie wykonujg Cwiczenie 6 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersii).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.
» Robin J. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafow, PWN, Warszawa 2007.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Prezentacja
multimedialna”, ,Sprawdz si¢” jako materiat do lekcji powtorkowe;.



