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Pole czworokata opisanego na okregu

Zrédto: Jude Beck on Unsplash, domena publiczna.

Podczas tejlekcji przypomnimy wlasnosci czworokata opisanego na okregu oraz utrwalimy
rozne wzory na pole czworokata. Odwotamy si¢ do wielu wzorow, definicji i twierdzen
dotyczacych czworokatow.

Twoje cele

e Zastosujesz wzory na pole czworokata.

o Okreslisz wlasnos$ci czworokgtoéw opisanych na okregu.

o Wykorzystasz wiasno$ci czworokatéw opisanych na okregu w zadaniach
geometrycznych.

o Podasz wzor na pole czworokata, na ktorym jednocze$nie mozna opisa¢ okrag

i w ktory mozna wpisac okrag, gdy dane s3a dtugosci jego bokow.


https://unsplash.com/@judebeck?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText
https://unsplash.com/s/photos/square-in-circle?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText

Przeczytaj

Zacznijmy od przypomnienia definicji i najwazniejszych wtasnosci czworokgta opisanego na
okregu.
Definicja: Czworokat opisany na okregu

Jezeli na okregu obierzemy cztery rozne punkty i poprowadzimy przez nie styczne, to
punkty przeciecia kolejnych stycznych bedg wierzchotkami czworokata opisanego na

okregu.

lub inaczej:
Definicja: Okrag wpisany w czworokat

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata.

Odcinki fgczace srodek okregu wpisanego z punktami stycznos$ci na bokach wielokata sa
do nich prostopadte i s promieniami tego okregu.

Warto zauwazy¢, ze nie w kazdy czworokat mozna wpisac okrag.

Whtasnosci czworokata opisanego na okregu
Wazne!

Czworokat mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci
przeciwlegtych bokow tego czworokata sg rowne:

|AB| + |CD| = |BC| + |DA|




B
Przypomnijmy, ze dowod powyzszego twierdzenia opiera si¢ na rownosci odcinkow
stycznych.

Dowolny czworokat mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne
wszystkich jego katow przecinaja si¢ jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu.

Z powyzszych wzorow wynika, ze jezeli w rownolegtobok mozna wpisa¢ okrag, to jest on
rombem.
Twierdzenie: Pole czworokata opisanego na okregu o promieniu r

Pole czworokata ABC'D opisanego na okregu o promieniu r wyraza si¢ wzorem:

P = 1(|AB|+|BC|+ |CD| + |DAJ)-r




Dowad

B

Polaczmy wierzcholki czworokata ze Srodkiem okregu. Dostajemy cztery trojkaty,
ktorych wysokoSci sg rowne promieniowi okregu. Stosujgc wzor na pole trojkata
i sumujac te cztery trojkaty otrzymujemy:

P=1|AB|-r+ %|BC|-r+ 1|CD|-r+ L|DA|-r=

= 5(|AB|+ |BC| + |CD| + |DA|) - r

Dla zainteresowanych

Dla czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu, ktorych dtugosci bokow to a
, b, ¢, d pole wyraza si¢ wzorem:

P = vabed
Dowad:
Przypomnijmy wzoér Brahmagupty na pole czworokata wpisanego w okrag:
P=+/(p—a)(p-b)(p—c)(p—d)

gdziep = 5 (a+b+c+d).

Z drugiej strony, gdy skorzystamy z wtasnosci, ze w czworokacie opisanym na okregu
sumy dlugosci przeciwlegtych bokow sg réwne (a + ¢ = b + d) otrzymujemy:

p—a=1(a+b+tc+d) —a=3((a+c)+(b+d)—a=

=3(@+tctate—a=32a+2)-a=atc-a=c



analogicznie:
p—b=3(a+b+c+d)—b=d,

(a+b+c+d)—c=a

i)
|
o
I
o=

p—d=31(a+b+c+d)—d=b

P=,/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d) = vabed.

Tym samym udowodniliSmy powyzszy wzor.

Teraz pokazemy kilka zastosowan witasnosci czworokata opisanego na okregu do

wyznaczania jego pola. Zacznijmy od nastepujacego, prostego przyktadu.
Przyktad 1

Wyznaczymy pole czworokata opisanego na okregu, ktorego obwod jest rowny 30,
natomiast promien okregu wpisanego w ten czworokgt ma dilugosc 3.

Rozwigzanie

Podstawiajac bezposrednio do wzoru:

P = 1(|AB|+|BC|+ |CD|+|DA])-r= % -30-3 = 45.

Teraz prze¢wiczymy wyznaczanie pola czworokata opisanego na okregu, w ktorych

bedziemy korzysta¢ z poznanych wzorow i faktow geometrii ptaskie;j.
Przyktad 2

Trapez o katach przy diuzszej podstawie rownych 60° i 90° jest opisany na okregu
o promieniu 4. Zastanowmy si¢, jakie jest pole tego trapezu.

Rozwigzanie

D C
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Zauwazmy, ze w trapezie prostokgtnym jego wysokos$c jest rowna Srednicy okregu
wpisanego, zatem

ICE|=2-4=38.

Majac dtugo$¢ boku CFE i korzystajgc z wlasnosci trojkata £ BC mozemy wyznaczy¢
dtugosci jego bokow:

|EB| = 7=,
natomiast

_ _ 163
CB| =% ===,

Warto zauwazy¢, ze nie musimy wyznaczac¢ dtugosci podstaw, gdyz suma podstaw
potrzebna do wyznaczenia pola jest rowna sumie ramion, a to juz mamy.

Zatem szukane pole jest rowne:

P = 3(|AB| +|CD|)-h = 3(IBC| + |DA|) - h =

:%(%5 +8)-8:32(2T‘/§+1>-

Rozwigzemy teraz dwoma sposobami zadanie typu maturalnego.
Przyktad 3

Trapez rownoramienny ABCD o dlugosciach podstaw |AB| = a, |CD| = b jest opisany
na okregu. Przyjmijmy, ze a > b. Wyznaczymy promien okregu wpisanego i pole trapezu.

Rozwigzanie




Zauwazmy, ze jezeli w trapez rOwnoramienny mozna wpisac¢ okrag, to znajgc dtugosci
jego podstaw tatwo jest obliczy¢ dlugosc¢ ramienia.

Oznaczmy |[AD| = |BC| = c.
Wtedy 2¢ = a + b, wigec ¢ = “TH’

Poprowadzimy teraz wysoko$ci ED i C'F. Widzimy, ze czworokat EFCD jest
prostokatem, wiec |EF| = |CD| = b.
Zatem |AE| = |FB| = 42,

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AED lub F' BC otrzymujemy:

(452)" + (2r) = (25)”.

Po sprowadzeniu do wspolnego mianownika i skorzystaniu ze wzoréw skroconego
mnozenia otrzymujemy:

a’+2ab+b*— (a2 —2ab+b2)

4r? = 1 = ab.
Zatemr = */TE natomiast pole trapezu jest rowne:
P=1(a+b)-h=2%(a+b) 2r= LS

Teraz pokazemy zupetnie inne podejScie do wyznaczenia promienia okregu wpisanego

w ten trapez.
Przyktad 4

Trapez rownoramienny ABCD o dlugosciach podstaw |AB| = a, |CD| = b jest opisany
na okregu. Przyjmijmy, ze a > b. Wyznaczymy promien okregu wpisanego i pole trapezu.

Rozwigzanie

Zacznijmy od przeanalizowania ponizszego rysunku:




Srodek okregu wpisanego oznaczmy I.

Wiemy, ze Srodek okregu wpisanego w wielokat wypukty lezy na dwusiecznych katow
wewnetrznych, zatem proste BI oraz CI sg dwusiecznymi katow przy wierzchotkach B
i C trapezu ABCD.

Wiemy tez, ze suma miar katow wewnetrznych lezacych przy tym samym ramieniu
dowolnego trapezu jest rowna 180°, wiec suma katéw C'BI oraz BCI jest rGwna potowie
tejsumy, a wiec 90°. Trojkat BC'T jest zatem trojkgtem prostokatnym, o kacie prostym
przy wierzchotku I.

Wysokos¢ I P z wierzchotka kata prostego jest wiec Srednig geometryczng odcinkow, na
jakie podzielita podstawe BC tréjkata IBC:

IP=r=+BP-CP.

Teraz wystarczy, ze zastosujemy twierdzenie o odcinkach stycznych i zauwazymy
rownosc odcinkow:

|BP| = |BM| = 1a
oraz
|ICP| = |CN| = 1b.

Ostatecznie otrzymujemy:

r:\/%a-%b:%\/%.



Majac dlugo$¢ promienia i podstaw analogicznie jak w poprzednim przykltadzie
wyznaczamy pole trapezu, ktore jest rowne
p = lehvab,

Teraz przeanalizujemy problem, ktory bedzie lekka modyfikacjg innego zadania typu

maturalnego.
Przyktad 5

W czworokat ABCD, w ktéorym |AD| = 51/3 i |CD| = 6 mozna wpisa¢ okrag. Przekatna
BD tworzy z bokiem AB czworokata kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AD kat,
ktorego sinus jest rowny %. Wyznacz pole tego czworokata.

Rozwigzanie

A

Przyjmujemy oznaczenia jak narysunku: a = 60°,sin 8 = 2, |AB| = a, |BC| = b,
|BD| = d.

Widzimy, ze znajac dwa katy (lub wartosci funkcji trygonometrycznej) oraz dlugos¢ boku
w trojkacie ABD mozemy ten trojkat rozwigzac.

Skorzystajmy z twierdzenia sinusow do wyznaczenia dlugosci boku |[AB| = a:

a _ 5V3
sinff =  sina’
a __ 5v/3
3T TR
4 2




Skorzystajmy z twierdzenia cosinuséw do wyznaczenia dtugosci przekatnej | BD| = d:
2
(5x/§) =&+ (L)% - 2dLcos 60°.

Rozwigzujemy powyzsze rownanie kwadratowe. Jego dodatnie rozwigzanie to dlugos¢

przekatnej BD:
_ 154531
d= 148V

Z twierdzenia o czworokgcie opisanym na okregu wyznaczamy dlugos¢ boku b:

b+5vV3=1 +6,

b — 27@0\/3.

Znajac juz wszystkie boki i przekatng czworokata mozemy wyznaczy¢ jego pole.

Podamy algorytm do wyznaczenia tego pola, gdyz wiekszos¢ bokow to liczby
niewymierne i ucigzliwe rachunki mogtyby przystoni¢ idee jego wyznaczania:

Zauwazamy, ze pole czworokata jest rowne sumie pél dwoch trojkatow: ABD i BCD.
Pole trojkata ABC tatwo obliczamy ze wzoru:
+|AD| - |BD]| - sin B.

Natomiast, aby wyznaczy¢ pole tréjkata D BC wyznaczamy warto$¢ cosinusa dowolnego
kata (z twierdzenia cosinusow).

Nastepnie, z jedynki trygonometrycznej, wyznaczamy sinus tego kata.
Teraz stosujemy (ten sam co poprzednio) wzor na pole trojkata DBC.

Szukane pole czworokata ABC D to, jak wspomnielismy, suma tych dwoch

wyznaczonych pol.

Stownik
trapez

czworokat (wypukly) majacy przynajmniejjedna pare rownolegtych bokow; (wybrang)
pare bokow rownoleglych nazywa sie podstawami, pozostate boki noszg nazwe ramion,
odlegto$¢ miedzy podstawami nazywa si¢ wysokoscia trapezu




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galeriag zdje¢ interaktywnych i nastepnie rozwiaz polecenie ponizej.

Polecenie 2
Wyznaczymy dtugosci bokéw i pole czworokata wypuktego opisanego na okregu

o promieniu dtugosci 2, 4, jesli stosunek dtugosci 3 kolejnych jego bokdéw wynosi

1:2:4aobwdd tego czworokata jest rowny 25.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4

W trapez ABC'D o katach przy dtuzszej podstawie 30° i 60° wpisano okrag

o promieniu 3. Oblicz pole tego trapezu.

Cwiczenie 5 QO

Cwiczenie 6 @

Na okregu o promieniu 1 opisano trapez rownoramienny, w ktérym stosunek dtugosci

podstaw jest rowny 1 : 4. Wyznacz pole tego trapezu.



Cwiczenie 7 @
W trapez ABC'D wpisano okrag o $rodku I. Prosta AT jest prostopadta do ramienia
BC'. Punkt stycznosci E okregu z ramieniem BC'i dzieli je w stosunku

|CE| : |[EB| =1 : 3.Pole tréjkata ABE jest rbwne 9. Wyznacz pole trapezu
ABCD.

Cwiczenie 8 @
Ramiona trapezu opisanego na okregu majg dtugosci 3 cm i 5 cm. Odcinek taczacy
srodki ramion dzieli trapez na dwie figury, ktérych stosunek pél wynosi 5 : 11. Oblicz

pole trapezu.



Dla nauczyciela

Autor: Pawet Dziuba

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole czworokata opisanego na okregu

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wtasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje wilasnosci czworokgtow opisanych na okregu.
» wykorzystuje wlasnosci czworokatow opisanych na okregu w zadaniach
geometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
» metoda krokodyla.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,,Pole czworokata opisanego na okregu” oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z treScig w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z treScig materialu w sekcji ,Galeria zdje¢
interkatywnych”. Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne
watpliwosci.

3. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:

e Obliczanie poli obwodow czworokatow
o Kotai okregi


file:///a/DcfpefmJk
file:///a/DKZd9Hdak

Wskazowki metodyczne:

o Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ w realizacji lekcji o polu i obwodzie
czworokata.



