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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Kiedy w 1614 r. John Napier opublikowat
swojg stynna prace Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio, nie opisal w niej
popularnych obecnie logarytmow
dziesigtnych, ale zamieS$cit informacje

o logarytmach tzw. naturalnych. Dopiero
pozniej weszly do powszechnego uzycia
logarytmy o podstawie 10.

Logarytmy naturalne, oznaczane zwykle
symbolem In, czesto zwane dzisiaj
logarytmami Napiera, to logarytmy

o podstawie oznaczonejliterg e. Liczba ta, to
znana Ci na pewno stala matematyczna,
wykorzystywana w obliczeniach z fizyki

i innych dziedzin wiedzy.

e=2,71828. ..

John Napier (1550 - 1617) - wynalazca logarytméw
Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



Liczba e jest przyblizong warto$cig wyrazenia (1 + %)n dla dostatecznie duzych liczb n.

1\n

e= lim (1+ )

n—o0

Logarytm naturalny liczby a mozna zdefiniowac¢ jako pole pod wykresem funkciji f (:c) = %

w przedziale od 1 do a.
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Korzystajac z tego wykresu mozna udowodni¢ np. wzory na logarytm iloczynu i logarytm
ilorazu, ale to pozostawiamy Twojej dociekliwosci.

W tym materiale podsumujemy wiadomosci na temat logarytmoéw i ich zastosowan

w obliczeniach matematycznych. Nie bedziemy korzysta¢ z logarytméw naturalnych,
wiadomosci na ich temat potraktujwiec jako ciekawostke. Jesli jednak w przysztosci
zajmiesz si¢ naukami $cistymi, na pewno z logarytmami o podstawie e spotkasz si¢
wielokrotnie.

Twoje cele

o Powtoérzysz i rozwiniesz umiejetnosci zwigzane z wykorzystaniem logarytmow.

e Zastosujesz poznane wzory logarytmiczne w obliczeniach.

e Przeprowadzisz proste rozumowania dedukcyjne, podasz argumenty uzasadniajace
poprawnos$c¢ tych rozumowan.

» Zbudujesz model matematyczny problemu, uwzgledniajac konieczne zatozenia

i zastrzezenia.



Przeczytaj

Podsumujemy teraz i rozwiniemy wiadomosci i umiejetnosci dotyczace zastosowan
logarytmow w obliczeniach matematycznych.

Korzystajgc wprost z definicji logarytmu oraz poznanych wzoréw, mozna ustali¢ niektore
wiasnosci funkcji okreslonejza pomocg wzoru zawierajgcego logarytm.

Przyktad 1
Wykazemy, ze funkcja f (33) = log(\/ 1+ 22— a:) jest nieparzysta. Okreslimy najpierw
dziedzine funkcji, wynikajgca z definicji logarytmu. Jesli zmienna jest liczbg niedodatnia,

to tatwo widac, ze warto$¢ wyrazenia logarytmowanego jest dodatnia. Rozpatrzymy wiec
przypadek, gdy zmienna ma warto$¢ dodatnia.

Vitaz2—z>0

14+x2 >z
14 22 > z?
1>0

OtrzymaliSmy nieréownos¢ prawdziwg dla kazdejliczby rzeczywistej dodatniej, zatem (w
polaczeniu z poprzednimi rozwazaniami): D = R.

Funkcja f jest nieparzysta, gdy dla kazdejliczby € D, liczba (—z) € D oraz
f(=z) = = f(=).

Poniewaz D = R, zatem dla kazdejliczby nalezacej do dziedziny funkciji, liczba (—z)
nalezy rowniez do dziedziny tej funkciji.

Wyznaczymy wzor funkcji f(—x).
f(—a:) = log(\/l + x2 + ;v)
Przeksztalcamy wzor funkcji, rozszerzajac wyrazenie logarytmowane przez v'1 + z2 — .

. . B L NMlta?-z . 14at—a? 1
Poniewaz (V1 + z2 + z) Lo 2 itz Vitar—z '

stad f(—z) = log( \/rlxz_w )

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie ilorazu, przeksztatcajgc wyrazenie

logarytmowane.



f(—x) =log1 —log(\/m—m) = O—log(m—x)
f(—a:) = —log(x/m—w>

f(—z) = — f(x) - co oznacza, ze funkcja f jest nieparzysta.

W zastosowaniach praktycznych czesto zachodzi koniecznos¢ porownywania logarytmow.
W takich przypadkach korzystamy z monotonicznosci funkcji logarytmiczne;j.

 Jesli podstawa a logarytmu jest wigksza od 1, to funkcja logarytmiczna jest rosnaca.

log,x <log,y & z<ydlaa>1

 Jesli podstawa a logarytmu jest wieksza od 0, ale mniejsza od 1, to funkcja
logarytmiczna jest malejaca.

log,x <log,y & x>ydlal<a<1
Przyktad 2
Okreslimy, dla jakich liczb rzeczywistych « spetniona jest nierownos¢ (log075 :Jc)2 > 100.
Oznaczmy: log, 5 ¢ = ¢, pami¢tajac, ze > 0.
Rozpatrywana nieréwno$¢ przybiera posta¢ 2 > 100.
Stadt > 101lubt < —10.
Wynika z tego, ze logg 5 > 10 lub log, 5 z < —10.
Podstawa logarytmu jest mniejsza od 1, wiec
logysz > 10 < 0 <z < (0,5)"

logpsz < —10 < = > (0, 5)_10

OdpowiedzZ: xz € (O; 0,510) U (0,5_10; oo).

Umiejetno$¢ analizowania nierownosci logarytmicznych moze przydac sie tez
w rozwiazywaniu rownan kwadratowych.

Przyktad 3

Okreélimy, dla jakich wartosci parametru k rownanie z2 — 2z + logy; k = 0 ma dwa

rozne pierwiastki.




Na podstawie definicji logarytmu wiemy, ze k > 0.

Réwnanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki, gdy A > 0.
A=2%— 4logy 1 k

Rozwigzujemy nier6wnosc.

4 —4logy, k>0

1—logy,; k>0

logy; k <1< logy, k <log,, 0,1

Podstawa logarytmu jest liczba mniejszg od 1. Funkcja y = log ;  jest malejaca. Zatem
k>0,1.

Liczba k musi wiec spetnia¢ koniunkcje nieréwnosci k > 0ik > 0,1, stad k£ > 0, 1.

Odpowiedz: k € (0, 1; oco).

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore czesto jest pomocne przy upraszczaniu wyrazen
logarytmicznych.

Twierdzenie: O logarytmie poteg

Jezelia > 0,a #1,b>0,b# 1,k € R,k#0,p € R, to
log,: b¥ = £log, b.

Dowad

Przeksztalcamy lewq strone dowodzonej rownosci, korzystajac ze wzoru na zmiane
podstawy logarytmu i ze wzoru na logarytm potegi.

log?  plogbd
logak ~ kloga

log,x bP = = 2log, b

Otrzymujemy prawg strone dowodzonej réwnosci, co konczy dowod.

Przyktad 4

Obliczymy wartoé¢ wyrazenia W = logs: 95 + log;, > 10°, korzystajac z twierdzenia
o logarytmie poteg.

W = log, 9° + log,» 10°

W = Llog, 9+ 2log;y10=2-2-25-1=3-2,5=0,5


javascript:void(0);

Logarytmy czesto wplatane s3 do zadan o ciggach liczbowych. Ponizej przykiad takiego
zadania.

Przyktad 5

Liczby dodatnie (a, b, c¢) tworzg cigg geometryczny rosngcy. Suma tych liczb jest rowna
62, a suma ich logarytmow dziesietnych jest rowna 3. Znajdz te liczby.

Oznaczmy: q - iloraz rozpatrywanego ciagu.

Liczby (a, b, c) tworzg cigg geometryczny, zatem mozemy zapisac:
a — pierwszy wyraz ciagu,

b = aq - drugi wyraz ciggu,

¢ = aq® - trzeci wyraz ciaggu.

Suma logarytmow dziesietnych wyrazow ciagu jest rowna 3, zatem
log a + log ag + logaq® = 3.

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie iloczynu.

log(a -aq - aq2) =3

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie potegi.

log(aq)® = 3

3log(aq) =3/:3

log(aq) = 1

log(aq) = log 10

aq =10

Stad a = % (g # 0, bo ciag jest rosnacy).

Wiemy tez, ze suma wyrazow ciagu jest rowna 62.

a+ aq+ aq® = 62

Podstawiamy do zapisanego rownania w miejsce a wyznaczona liczbe i rozwigzujemy
otrzymane rownanie kwadratowe.

10 10 10 2 _
74—7‘(]4—7'(] =62




A +10+10g = 62/ - g

10 + 10g + 10¢% = 62q/ : 2

5¢> —26g+5=0

A =676 — 100 = 576 > 0
26—24

Q=" = % < 1 - nie spetnia warunkow zadania, bo cigg ma byc¢ rosnacy.

Q@ = 261—+024 = 5 > 1 - spetnia warunki zadania.

Wyznaczamy kolejne wyrazy ciagu.

a:?:2
b=2-5=10
c=10-5=50

OdpowiedZ: szukane liczby to 2, 10, 50.

Wazne!

Logarytmy pomocne sg przy szukaniu liczby cyfr duzych liczb. Przy czym najczescie;
korzysta sie z reguly: liczba cyfr liczby n wyraza sie¢ wzorem S(n) = [logn| + 1.

Przyktad 6

Obliczymy ile cyfr w rozwinieciu dziesietnym ma liczba 2%°.
Logarytmujemy liczbe 2%,

log 2%° = 201og 2

Odczytujemy z tablic logarytmicznych przyblizona warto$¢ log 2.
log2 ~ 0,3010

Zatem log 22° =~ 20 - 0, 3010 = 6, 02.

Wstawiamy znaleziong warto$¢ do wzoru na liczbe cyfr.

S(2%) = [log2®] +1=1[6,02] +1=6+1=7

220

OdpowiedZ: liczba 2¢° w rozwinieciu dziesietnym ma 7 cyfr.

W ostatnim przyktadzie pokazemy, jak mozna wykorzysta¢ zalezno$ci algebraiczne,
wynikajace z nierownosci miedzy srednimi do dowodzenia nieréwnosci logarytmicznych.



Przyktad 7
Wykazemy, ze logg 7 4 log; 6 > log; 8 + logg 7.

Zapisana nierowno$¢ jest rownowazna nieréwnosci logg 7 + log; 6 — log,; 8 — logg 7 > 0

Oznaczmy: log; 6 = z, log, 8 = .
Zauwazmy przy tym ze x < y.

Lewa strona zapisanej wyzej nierownosci przyjmuje wtedy postac

L (%+m)—(%+y)=%+m—%—y

y—z _ (y—=)(A-=y)
L w1 (z—y) = ey

Z nieréwnosci 0 < = < y wynika, ze aby lewa strona dowodzonej nierownosci byta
dodatnia, musi by¢ spetniony warunek 1 — zy > 0. Aby to wykazac¢, korzystamy
z zaleznoSci miedzy Srednig geometryczng, a arytmetycznag.

Vay < m;y

Poniewaz log; 6 < 1,log; 8 < 1, stad

Vaey < w;y <1,czylizy < 1,wiecl —xzy > 0.

Wynika stad, ze L > 0, czyli logg 7 4 log; 6 — log; 8 — logg 7 > 0, co konczy dowad.

Stownik

Twierdzenie o logarytmie poteg

jezelia>0,a#1,b>0,b#1, ke R, k#0, p € Rtolog, b’ = Llog, b



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Znajdziesz w niej powtdrzenie wszystkich poznanych do tej pory
wzoréw utatwiajacych obliczenia logarytmiczne.

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D18hP9uDk

Film nawigzujacy do tresci materiatu

Polecenie 2

Wykaz, ze jeslia € (0,1),b > 0tolog, (2%-) > log, (ab).


https://zpe.gov.pl/a/D18hP9uDk

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

O 46

O 100

O 47

O 48

Cwiczenie 2

C> logdww::

C) 1Ogdmw::

C) logdww::

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Przyjmujac, ze log 3 = 0,4771 okresl ile cyfr ma w rozwinieciu dziesietnym liczba

Wiadomo, zea > 0,a # 1,b > 0,b# 1,c¢ > 0,c # 1,z > 0
log, x = A,log, z = B, log.z = C. Wtedy:

ABC

A-B-C

ABC

AB+AC+BC

A+B+C
ABC

C) 1Ogdw13=:£L————

3100



Cwiczenie 3

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazy.

tych liczb przy tej samej podstawie.

‘ ilorazowi ’ ‘ sumie ’ ‘ rowna ’ ‘ mniejsza ’ ‘ wieksza ’ ‘ réznicy ’ ‘ iloczynowi

Cwiczenie 4

Dane jest réwnanie 2logs(z + 4) — logs (22 — 1) — logz(x — 4) = 2.
Zaznacz zdania prawdziwe.

Réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej jako

U log3(2‘”m—i‘11) = logs [9(:6 - 4)}

0 Rozwigzanie danego réwnania prowadzi do rozwigzania rownania
172* — 89 = + 20 = 0.

[ ] Dziedzing tego réwnania jest zbiér (4, 00).

(] Rozwiazania réwnaniato: z =5, z = %-



Cwiczenie 5

Potacz réwnanie z jego rozwigzaniem.

logg [log(=)] = 0,5 z = 0,001
log, (4 + 2z) = logy(3 + z) =38
logg(6 —3z) =1 z=-1
log, 1(z? -2 —7) =2 z=—1
Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby catkowite.

Dziedzing funkcji f(:c) = log7( if;ff ) jest zbior wszystkich takich liczb x, ktére spetniaja

warunek z > ‘ ’

Réwnanie —z2 + 4z = 4 logs k z parametrem k, ma dwa rézne pierwiastki, gdy k jest liczba

dodatnia i k <‘ ’

Jesli A = logy 100% to A :‘ ’

Liczby a = log, 48 — log, 3,b = 21og, x, ¢ = 241og, V2 tworzg cigg arytmetyczny

(a, b, ¢), zatem z :‘ ’

Cwiczenie 7 @
Wykaz, ze log? 13 — log 16 > 0.
Cwiczenie 8 @

Wykaz, zejezeliz > 0,y > 0, 23zy = 22 + ¢ tolog;; (“2%) = 0,5(logy; = + logy; y).




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie logarytmow

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a
ponadto stosuje wzor na zamian¢ podstawy logarytmu.

V. Funkcje.
Zakres podstawowy. Uczen:

14) postuguje si¢ funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z wykorzystaniem logarytmow,

 stosuje poznane wzory logarytmiczne w obliczeniach,

» przeprowadza rozumowania, podaje argumenty uzasadniajagce poprawnos$c tych
rozumowan,



e buduje model matematyczny problemu, uwzgledniajagc konieczne zalozenia
1 zastrzezenia.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

 technika poréwnan binarnych,
e koszyk pomystow.

Formy zaje¢:

e pracaw parach,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer,

o kartki, mazaki,

o koszyk.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

Uczniowie metodg koszyka pomystow przygotowujq kartki, na ktorych zapisuja zwigzane
z logarytmami poznane twierdzenia, wzory, przyktady rozwigzanych zadan, definicje, itp.
Kartki wrzucaja do kosza, z ktoérego bedzie mozna je pobierac, szukajgc inspiracji do
rozwiagzania zadan.

Uczniowie na tym etapie powtarzania wiadomosci mogg korzystac z zeszytow, komputera,
ksiazek. Powinna to by¢ praca indywidualna - kazdy uczen przygotowuje w ten sposob co
najmniej 5 karteczek.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie pracuja w parach. Ich zadaniem jest samodzielne rozwigzanie przykladow
przedstawionych w sekcji Przeczytaj. Zatem uczniowie czytajg dane polecenie, probujg
rozwigzac problem. W razie watpliwosci mogg zajrze¢ do kosza pomystoéw i odnalez¢
potrzebne twierdzenie lub rozwigzanie zadania podobnego typu. Swoje rozwigzania
porownujg z tymi, zawartymi w sekcji Przeczytaj.



Technika poréwnan binarnych sporzadzajg do kazdego zadania tabele poréwnawczg,
w ktorej zapisuja plusy lub minusy danego sposobu rozwigzania.

Po zakonczonej pracy uczniowie prezentuja swoje tabele, jak rowniez przedstawiajg
oryginalne rozwigzania, czy pomysty.

Dyskusja - czy mozna wypracowa¢ ramowy szablon rozwigzywania zadan z logarytmami.
Faza podsumowujaca:

Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, ocenia
prace par.

Karteczki znajdujace sie w ,koszu pomystow” warto zachowac, gdyz mogg by¢ w przydatne
na nastepnych zajeciach poswieconych logarytmom.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest zapoznanie si¢ z animacja i, korzystajgc z podanych tam wzorow,
rozwigzanie zadan interaktywnych zawartych w sekcji Cwiczenia sprawdzajgce.

Materialy pomocnicze:
Dziatania na logarytmach
Wskazowki metodyczne:

Animacja omawia wzory przydatne w przeksztatlceniach logarytmicznych, moze by¢ zatem
pomocna na kolejnych zajeciach poswieconych zastosowaniom logarytmow np. w fizyce
i chemii.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-logarytmach-przyklady/D1HkdfKUz

