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Jak wiemy, symetralna odcinka jest jedng z jego dwoch osi symetrii. Podobnie dwusieczna
jest osig symetrii kata. Okazuje si¢, ze to nie jedyne zwigzki miedzy tymi obiektami.
Rozwazmy trojkat ABC oraz symetralng s boku BC'i prostg d zawierajgca dwusieczna kata
lezacego naprzeciw tego boku, jak na rysunku.



Dwusieczna i symetralna w tréjkacie

OczywiScie proste te przetng si¢ w pewnym punkcie. Mniej oczywistym faktem i niezbyt
czesto przywotywanym w szkole jest to, ze ich punkt przeciecia lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC. Dowod tej zaleznoSci nie jest celem niniejszej lekcji, dlatego go
pominiemy, a dociekliwych odeslemy do wtasnosci katow wpisanych opartych na réwnych
tukach i wiasnosci symetralnych.

Skoncentrujemy si¢ natomiast na powszechnie znanej, dowodzoneji czesto
wykorzystywanejw szkole wlasnosci dwusiecznej, ktora wyznacza pewne proporcije
odcinkowe w trojkacie.

Twoje cele

» Poznasz twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie.

» Udowodnisz twierdzenie o dwusiecznejkata wewnetrznego w trojkacie,
wykorzystujac rozne narzedzia matematyki.

o Zastosujesz wlasnosci dwusiecznych do wyznaczania zwigzkoéw miarowych
w trojkatach.

e Zastosujesz poznane zalezno$ci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

O proporcjach odcinkowych w trojkacie

Rozwazmy trojkat ABC, w ktérym dwusieczna d kata wewnetrznego BAC przecieta bok
BC w punkcie D, jak na rysunku.

9

Okazuje sie, ze dtugosci odcinkéw BD i C'D sg zwigzane z dtugosciami bokow ABi AC
danego trojkata.

Oznaczmy: |[<<BAD| = |<CAD| = a oraz |[<ADB| = §. Wtedy |[<ADC| = 180° — 4.

Z twierdzenia sinusoéw dla trojkata ABD mamy:

|[BD|  |AB|

sin o sind

|BD| __ sina
St@d W =

sind *
Podobnie, z twierdzenia sinusow dla tréjkata AC'D mamy:

ICD| |AC| stad ICD| __ sin a

sma  sm(180° —8) ' S TACT T Sin(180° 9
Ale sin(180° — §) = sin d. Zatem % = s,

Poréwnujac otrzymane wyniki mozemy zapisa¢ rOwnosc:

BD|  gina __ |CD] L ... |BD| _ |CD|
TAB] = smé — TAC] , z ktorej wynika, ze TAB] = TACT"




Przeprowadzone rozumowanie jest nie najprostszym dowodem twierdzenia znanego pod
krotka nazwa ,twierdzenia o dwusiecznej’, ktorego sformutowanie zapisano ponize;j.

Twierdzenie: Twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie

W trojkacie dwusieczna kata wewnetrznego dzieli bok przeciwlegly na odcinki
proporcjonalne do bokow przylegtych.

Dowadd

Przeprowadzimy teraz dowod korzystajac z narzedzi bardziej elementarnych, niz
twierdzenie sinusow.

W tym celu, poprowadzimy przez punkt C prosta réwnolegla do dwusiecznejd
i oznaczymy przez E punkt wspolny tej prosteji przedtuzenia boku AB, jak na rysunku.

Mamy oczywiscie |[<BAD| = |[<AEC| oraz |[<DAC| = |<ACE|.

Ale |[<BAD| = |<DAC| = a. Stad |[<AEC| = |<ACE| = ai trojkat CAE jest trojkatem
réwnoramiennym, w ktorym |AC| = |AE|.

|BD| __ |CD|

Z twierdzenia Talesa wynika w szczegolnosci, ze TAB[ = TAB|’ ale |AC| = |AE|, zatem
|BD| _ |CD|
TABl — TAC|-

Co konczy dowad.

Zapiszemy jeszcze inny dowod tego twierdzenia, odwotujacy sie do wtasnosci pola trojkata:
stosunek pol trojkatow o rownych wysokosciach rowny jest stosunkowi dtugosci podstaw
tych trojkatow.



Trojkaty ABD i AC'D maja wspoélng wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka A, zatem

Papp __ |BD|
Pacp |CD[

Ale Papp = % - |AD| - |AB| - sina oraz Pacp = 5 - |AD| - |AC| - sin a, czyli
Piysp _ 3|AD||AB|sina _ |AB
Pacp 1-|AD|-|AC|sina |AC|

Stad {ggi = §j§§ = }jg} , czyli % = %, co byto do wykazania.
Przyktad 1

W trojkacie ABC mamy dane: |AB| = 6, |BC| =9, |AC| = 12. Wyznaczymy dtugosci
odcinkéw BD i C'D, na jakie podzielita bok BC'dwusieczna kata BAC.

Oznaczmy |BD| = z, wtedy |CD| =9 — z.

Z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego wynika, ze § = 91_—;.
Stad 122 = 6 - (9 — ), zatem ¢ = 3 oraz |BD| = 3, |CD| = 6.
Przyktad 2

Rozwazmy ten sam trojkat ABC, w ktorym |AB| = 6, |BC| =9, |AC| = 12. Niech D
bedzie punktem wspélnym dwusiecznejkata BAC' i boku BC. Wyznaczymy dtugos¢
odcinka AD.

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC mamy w szczeg6lnosci, ze
122 =92 462 —2-6-9-cos(x<ABO).

Stad cos(<ABC) = —+.

Korzystajgc z wynikoéw Przykladu 1i ponownie z twierdzenia cosinusow, mozemy
zapisa¢, ze [AD|* =32 +62 —2-3-6- (—1) = 54.

Stad |AD| = v/54 = 3V/6.

Rozwazania podane nizej pokazuja, ze uzywanie skrotu myslowego o brzmieniu
»twierdzenie o dwusiecznej’ moze by¢ mylgce, bowiem analogiczng proporcje zapiszemy
w przypadku dwusiecznej kata zewnetrznego.

Twierdzenie: Twierdzenie o dwusiecznej kata zewnetrznego w tréjkacie

Przypus$¢my, ze w trojkacie ABC dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku A
przecina przedtuzenie boku BC w punkcie D. Wtedy odcinki BD i C'D sg
proporcjonalne do odcinkéow ABi AC, czyli

| BD| |CD|

AB] — TAC|



javascript:void(0);

Dowad

Zanim przeprowadzimy dowod, zauwazmy, ze niezbedne jest zapisanie, ze dwusieczna
przecina odpowiednie przedtuzenie boku, bowiem gdybySmy rozwazyli trojkat
réwnoramienny ABC, w ktorym |AB| = |AC], to wtedy dwusieczna kata zewnetrznego
przy wierzchotku A bylaby rownolegta do podstawy BC' tego trojkata.

Przejdzmy teraz do dowodu i oznaczmy przez ¢ kazdy z katdw, na jaki dwusieczna
podzielita kat zewnetrzny przy wierzchotku A oraz poprowadzmy rownolegly do tej
dwusiecznej, przechodzacg przez punkt C'i przecinajacg bok AB w punkcie E, jak na
rysunku.

Mamy oczywiscie |[<ECA| = |[<CAD| = § oraz |[<CEA| = 6.


javascript:void(0);

Stad trojkat C AE jest trojkatem rownoramiennym, w ktorym |AC| = |AE)|.

: : : it s . . |BD cD
Z twierdzenia Talesa wynika w szczegdlnosci, ze ﬁ = ﬁ, ale |AC| = |AE|, zatem
|BD| _ [CD|
[AB| — TAC|"

Co konczy dowad.

Stownik
dwusieczna

dwusieczng kgta nazywamy polprosta, ktorej poczatkiem jest wierzchotek tego kata
i ktora dzieli ten kat na dwa rowne katy



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przedstawiony dowéd twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie. Zmodyfikuj
ten dowdd, wykorzystujgc dwukrotnie nastepujacy fakt:

Stosunek pél trojkatow o rownych wysokosciach jest rowny stosunkowi dtugosci podstaw

tych trojkatow.

Te wtasnos$c¢ wykorzystaj dla tréjkatow ADC | BDC, prowadzac raz wspdlng wysokos$é tych
trojkatow z wierzchotka C, a drugi raz prowadzac réwne wysokosci tych

tréjkatow z wierzchotka D.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1CcqvO70

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczacej twierdzenia dwusiecznejkata w trojkacie.

Polecenie 2

Rozwaz tréjkat prostokatny ABC o katach |[<CAB| = 30°, |[<CBA| = 60° oraz
|<CACB| = 90°. Poprowadz dwusieczng kata C'AB i wyznacz, podobnie jak

w zaprezentowanym w animacji przyktadzie, dtugos¢ odcinka C' D, gdzie D jest punktem
przeciecia dwusiecznej kata BAC' i przyprostokatnej BC'. Nastepnie oblicz wartosci funkcji
trygonometrycznych kata 15°. Postepujac analogicznie, oblicz wartosci funkcji
trygonometrycznych kata 7°30°.



https://zpe.gov.pl/a/D1CcqvO70

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W tréjkacie ABC, w ktorym |AB| = 14,
wewnetrznego BAC podzielita bok BC rdznig sie o 4. Oblicz obwéd tego trojkata.

AC| = 22, odcinki, na jakie dwusieczna kata

Cwiczenie 2 @)

Dany jest tréjkat ABC, w ktorym dtugosci bokow sg liczbami catkowitymi. Dwusieczna kata
zewnetrznego przy wierzchotku B przecieta prostag AC w punkcie D, jak na rysunku. Oblicz
dtugosci bokow trojkata, jezeli: |[AB| — |BC| = 2 oraz |AD| = 14.

Cwiczenie 3

Dwusieczna kata ostrego w tréjkacie prostokatnym ABC podzielita przyprostokatng
w stosunku 5 : 13. Wyznacz sinusy katéw ostrych tego tréjkata.

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

W trdjkacie ABC' o obwodzie 25 odcinki, na jakie dwusieczna kata wewnetrznego BAC
CD| = 3. Oblicz dtugosci bokéw

podzielita bok BC' sa odpowiednio réwne: | BD| = 2,

trojkata.



Cwiczenie 6 @

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym dwa boki majg odpowiednio dtugosci 9 i 12. Dwusieczna
kata wewnetrznego podzielita trzeci bok trojkata na dwa odcinki, z ktérych jeden ma dtugosc
rowng 10. Jaka dtugos¢ ma trzeci bok tego tréjkata? Zaznacz poprawna odpowiedz.

o O O O
|



Cwiczenie 7

Dany jest tréjkat ABC, o bokach dtugosci a, b, ¢, jak na rysunku.

C

A ¢c D B
Zapoznaj sie z nastepujgcycm twierdzeniem:

Dtugo$¢ odcinka C' D dwusiecznej kata wewnetrznego AC B tréjkata ABC jest réwna

ab [(a+b)27c2}
a+b

|CD| =

Utéz we wtasciwej kolejnosci etapy dowodu tego twierdzenia. Ztap element i przesun go
w gore lub w doét.
Dowaéd:

ab [(a+b)2762}

Stad |CD| = o

, co nalezato wykaza¢.

Wykorzystujac wyznaczong warto$¢ cosinusa mozemy zapisa¢ odpowiednia

réwnosé dla tréjkata ADC: |CD|? = b2 + |AD|* — 2b- |AD| - —bzéfgaz :

Po doprowadzeniu do wspdélnego mianownika otrzymujemy, ze

2 be 2 be b2+c2—a?2
b” + (a+b) —2b- atb 2bc -
b?(a+b)* +b2c2—b(a+b) (b*+c2—a?)

(a+b)*

214

114

114



Redukujac wyrazy podobne i wytaczajgc wspodlny czynnik przed nawias dostajemy:

ab (a2+62 fc2+2ab)
(a+b)*

Teraz dwukrotnie skorzystamy z twierdzenia cosinuséw.

Najpierw dla tréjkata ABC mamy: a? = b? + ¢? — 2bc - cos o, zatem

_ b4P=ad®
CoOs o = b

Zacznijmy od zastosowania twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego.
|AD| _ c—|AD|
[ a :

mamy, ze:

A korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia mozemy zapisac, ze

ab(a2+b2—62+2ab) . ab[(a+b)2762}
(a+b)° T (a+d)?

Stad |AD| = 2.

2 2.2 2
bc) — 9. be b*+c a.

Pozostaje przeksztatci¢ wyrazenie: b + (a—+b P AT v

Wtedy

Podstawiajac teraz obliczong wcze$niej dtugos¢ odcinka |AD| otrzymujemy:

2 o b 2 b b2 2_ 2
[CDF =0+ (355)" — 2b- 25 - S

114

114

114

O

114

114

14

112



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie o dwusiecznej kata w trdjkacie
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kacie miedzy styczng a cigciwg;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

» zna pojecie i stosuje wlasnosci dwusiecznej

e znai stosuje twierdzenie o dwusiecznejkata wewnetrznego w trojkacie

o przeprowadza dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego trojkacie

» przeprowadza dowodd twierdzenia o dwusiecznej kata zewnetrznego trojkacie

» przeprowadza dowody geometryczne z zastosowaniem twierdzenia o dwusiecznej

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych



Formy pracy:

e pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do

dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

3.

Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia dwusieczneji jej wlasnosci oraz symetralne;j
i jej wlasnosci, szczegolnie w konteksScie osi symetrii.

Nauczyciel sygnalizuje, ze na lekcji uczniowie dalejbedg poznawac¢ wiasnosci
dwusieczneji formutuje problem dotyczacy punktu wspolnego dwusiecznej

i symetralnej boku lezacego naprzeciw danego kata. Korzystajac z przygotowanego
wczesniej rysunku (apletu Geogebry) formutuje teze o potozeniu tego punktu na
okregu opisanym na trojkacie i zacheca uczniow, by w domu zastanowili si¢ nad
dowodem tej zaleznoSci.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia sinuséw a nastepnie formutuje problem
dotyczacy proporcji miedzy odcinkami wyznaczonymi przez dwusieczng i bokami oraz
katami odpowiednich trojkatow, tak sterujgc dyskusjg, by otrzymac proporcje znana

z twierdzenia o dwusiecznejkgta wewnetrznego.

. Nauczyciel formutuje twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego i prezentuje

rysunek, na ktérym dorysowano odpowiednig prostg rownolegla do dwusiecznej. Prosi
o zapisanie odpowiednich proporcji prowadzacych do tezy twierdzenia.

. Nauczyciel sygnalizuje mozliwo$¢ przeprowadzenia dowodu odwotujacego sie do

zaleznoSci miedzy polem trojkatow o rownych wysokosciach i dtugoscig podstaw
i prosi uczniow o jego zredagowanie - w razie potrzeby sugeruje wykorzystanie wzoru
na pole trojkata w zaleznosci od sinusa odpowiedniego kata.

. Uczniowie analizujg przyktady w sekcji Przeczytaj prezentujace typowe problemy,

w ktorych wykorzystuje sie twierdzenie o dwusiecznejkata wewnetrznego.

. Nauczyciel poleca uczniom obejrze¢ animacje i prosi o wykonanie dotgczonych

polecen.



6. Nastepnie nauczyciel sygnalizuje, ze analogiczng proporcje¢ odcinkowg mozna, przy
odpowiednich zalozeniach, zapisa¢ dla dwusiecznejkata zewnetrznego - prezentuje
trojkat rownoramienny i formutuje pytanie o potozenie dwusiecznejkata
zewnetrznego. Nastepnie formutuje twierdzenie i prosi wybranych uczniow
o przedstawienie dowodu.

7. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowod zaleznoS$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:
Dwusieczne kata
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna jg tez
wykorzystac przy realizacji tematu o okregu wpisanym w wielokat.
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