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I Przyktady funkcji odwrotnych
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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Stowo kod pochodzi od tacinskiego wyrazu codex. Wedlug stownika oznacza system
umownych znakow (skrotow, symboli) uzywanych do przekazywania informaciji wedtug
pewnych regul. QR code (Quick Response code) jest znakiem juz bardzo przez nas
rozpoznawalnym. Pojawia si¢ nawet na pomnikach, odsytajac nas do stron internetowych,
na ktorych mozemy znalez¢ opis wydarzen historycznych np. o dziatalnosci Armii Krajowe;j
i jej zotnierzach.

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ01234
56789ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
0123456789ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUV
WXYZ0123456789ABCDEFGHIJKLMNOPQ ‘
RSTUVWXYZ0123456789ABCDEFGHIJKLM
NOPQRSTUVWXYZ0123456789ABCDEFGH
IJKLMNOPQRSTUVWXYZ0123456789ABC
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ01234567




Alfabet w QR Code

Zrédto: MesserWoland, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Aby zapoznac si¢ z tymi informacjami, potrzebna jest funkcja odkodowujaca, ,odwracajaca
zakodowanie”. Jest to jeden z przykladow funkcji odwrotne;.

Twoje cele

o Zastosujesz pewne reguly do zakodowania i odkodowania stowa.
 Ustalisz, czy ztozenie dwoch danych funkciji daje identycznoS$c.

e Okreslisz, czy dana funkcja jest inwolucja.



Przeczytaj

Funkcja to relacja, ktora kazdemu elementowi z dziedziny przyporzadkowuje doktadnie
jeden element przeciwdziedziny. Dziedzina i przeciwdziedzina sg okreslone po
zdefiniowaniu przyporzadkowania. Mowigc nieformalnie - funkcja to ,przepis” na
przeksztalcenie elementu dziedziny. Rozwazmy nastepujacy przykiad.

Przyktad 1

Ponizsza tabela opisuje funkcje odwzorowujaca zbior liter w zbior liczb:
Litera Liczba
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Przy pomocy tej tabeli zakodujemy stowo ,funkcja”
Rozwigzanie

Mamy 25 liter i 25 liczb. Stowo ,F, U, N, K, C, J, A” w tym przyporzadkowaniu bedzie
mialo zapis: ,,5, 20, 13, 10, 2,9, 0"

Oczywiscie kodowanie ma sens tylko wtedy, jesli mamy gwarancje, ze wtajemniczona osoba,
ktora otrzyma zaszyfrowanga wiadomos¢, bedzie w stanie jg jednoznacznie odczytac.
Powyzszy szyfr spetnia ten warunek. Korzystajac z podanego uktadu liczb: ,,5, 20, 13, 10, 2, 9
, 0" bez trudu sprawdzimy, ze chodzi wlasnie o stowo ,funkcja” W tej sytuacji w naturalny
sposob stosujemy funkcje odwrotna - dziata ona ze zbioru liczb w zbidr liter i po prostu
argumentowi z dolnego wiersza przyporzadkowuje warto$¢ z gornego.

Majac te intuicje przypomnijmy pojecia zwigzane z funkcjg odwrotna:
Funkcja ,na”

Funkcja jest ,na” caly zbiér Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y € Y istnieje takie
z e X, ze f(z) =y.

Funkcja roznowartoS$ciowa

Funkcja jest roznowartoSciowa, jesli dla dowolnych dwoch argumentow z;, z» € X z faktu,
ze x1 # oo wynika, ze f(x1) # f(xs).

Bijekcja
Funkcja jest bijekcja, jesli jest roznowartosciowa i ,na’.
Funkcja odwrotna

Niech funkcja f: X — Y bedzie bijekcja.
Funkcje f': Y — X nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
f'(y) = zdlakazdegox € Xiy €Y.

Wyznaczymy funkcje odwrotne do kilku znanych nam funkcji.

Przyktad 2
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Wyznaczymy funkcje odwrotng do funkcji f : (0,00) — (0, 00), f(z) = 2.
Rozwigzanie

Funkcja f dla wskazanej dziedziny jest roznowarto$ciowa i ,na”, poniewaz przyjmuje jako
swoje wartosci wszystkie elementy przeciwdziedziny. Zatem istnieje funkcja odwrotna.
Wyznaczymy zmienng z z réwnania: y = x2. Oczywiscie z = VY, wiec f(z) =z

Sprawdzmy:

(F o f)(@) = fH(f(x) = Va? = |z] = 2, dlaz € (0, 00), f " 0 f: (0, 00) = (0, 00).
(Fef M@ =1(f"@) = (Vo) ==

Przyktad 3

Wyznaczymy funkcje odwrotng do funkeiji f: R — (0, 00).

Rozwigzanie

Aby dane przyporzadkowanie bylo funkcja, ktora jest roznowartosciowa i ,na” w swej
dziedzinie, musimy rozwazac¢ tylko sytuacje, gdy a > 0, poniewaz dlanp.a = —2iz = %
mieliby$my f(+) = v/—2, a przeciez nie istnieje taka liczba rzeczywista, ktora
pomnozona przez samg siebie da nam liczbe ujemna.

Dla a = 1 funkcja f(z) = 17 jest funkcjg stata. Dla takiej funkciji nie istnieje funkcja
odwrotna, gdyz nie jest ona roznowartosciowa.

JeSlia > 0ia # 1, to funkcja jest rosnaca, a wiec roznowartosciowa i ZW = (0, oo),
czyli jest ,na”.

Istnieje funkcja odwrotna do nieji jest to funkcja logarytmiczna:

71 (0, 00) = R, gdziea > Oia # 1.

Sprawdzmy:

(Frof)(@)=f(f(z)=log(a*) =z-1==f o ffR-R
(fof ™) (@) =f(fH(x) =a=" =z, fo f:(0, 00) — (0, o0)

Przyktad 4

z
z—1

Sprawdzimy, czy funkcja f(x) =

jest odwrotna wzgledem siebie.

Rozwigzanie

Dziedzing funkciji f jest zbior Dy = R\ {1}.
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Jest to funkcja homograficzna, ktorej wykresem jest hiperbola.

Przeksztat¢my wzor tej funkeji: f(z) = -2 = &L =1+ L

Ze wzoru mozna odczytac, ze wykres tej funkcji powstaje z wykresu funkcji fi(z) = %
w przesunieciu o wektor [1, 1].
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Zbiorem warto$ci funkgciji f jest zbior R \ {1}.

Funkcja f: R\ {1} — R\ {1} jest bijekcja, poniewaz jest réznowarto$ciowa i ,na”.
Zatem istnieje funkcja odwrotna do nie;j.

Zalozmy, Ze jest to ta sama funkcja f.

Sprawdzmy:

(fof)@) = f(f(@) = =5 = = = § ==

Zatem funkcija f jest funkcjg odwrotng do same;j siebie.
Funkcje, ktore sg odwrotne do samej siebie nazywamy inwolucjami.

Wro6¢my do kodowania, od ktorego zaczeliSmy rozwazania w tym materiale. Nastepne
przyklady potraktujmy jako zabawe.

Oczywiscie kod przedstawiony w Przykladzie 1jest bardzo prosty. Mozemy skomplikowac
go uzywajac dzialania zwanego ,dodawaniem modulo 25"
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a+b, a-+b<25
a+b—25, a+b>25

(a 4+ b) mod 25 = {
Wybierzemy dowolna liczbe p ze zbioru A = {0,1,...,24}, niech to bedzie
np. 17.

Zapiszemy cigg liczb ,,5, 20, 13, 10, 2, 9, 0” stosujac wzajemnie jednoznaczng funkcije
liczbowg:

FA A

£(5) = (5 + 17) mod 25 = 22
£(20) = (20 + 17) mod 25 = 12
£(13) = (13 +17) mod 25 = 5
£(2) = (2+17) mod 25 = 19
£(9) = (9+17)mod 25 = 1
£(0) = (0+17)mod 25 = 17

Nasza funkcja zakodowata cigg ,,5, 20, 13, 10, 2,9, 0” w ciag ,,22,12, 5,19, 1, 17”. Osoba
trzecia, nieznajaca funkcji kodujgcej, miataby duze problemy z odkodowaniem tego zapisu

Funkcja dekodujaca - odwrotna do kodujacej — ma w naszym przykladzie postac:

x — 17, x> 17

1 o . _
f(@) = (&= 1T)mod 25 {zc—17—|—25, z <17

To kodowanie mozna przedstawi¢ rowniez przy pomocy tabeli:
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

y 17 18 19 20 21 22 23 24 0 1 2 3
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Przyktad 5

Korzystajac z kodowania liter i funkcji odkodowujgce;j

x — 24, x> 24

-1 . . _
fHzx) = (z — 24) mod 25 {a:—24+25, - < 24

odczytamy napis: ,3, 12,7, 5, 11, 24",
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Rozwigzanie

f1(3) = (3 — 24+ 25)mod 25 = 4
“1(12) = (12 — 24 + 25) mod 25 = 13
(7)) = (7— 24 + 25) mod 25 = 8

(5 — 24 + 25) mod 25 = 6

~1(11) = (11 — 24 + 25) mod 25 = 12

R
AR
=
I

~1(24) = (24 — 24)mod 25 =0
Postuguijgc si¢ tabelkg odkodowujemy napis: ,E, N, I, G, M, A"
Przyktad 6

Niechp =19 € A ={0,1,...,24}. Postugujgc sie kodowaniem liter zaszyfrujemy stowo
+JZKRYPTOGRAFIA"

Rozwigzanie

Zapis ,KRY PTOGRAFIA” po zastosowaniu przyporzadkowania z tabelki to:
»10,17,23,15,19, 14, 17,0, 5, 8, 0". Stosujac funkcje kodujacg dla p = 19 otrzymujemy:

£(10) = (10 + 19) mod 25 = 4
F(17) = (17 + 19) mod 25 = 11
£(23) = (23 + 19) mod 25 = 17
£(15) = (15 4 19) mod 25 = 9
£(19) = (19 4 19) mod 25 = 13
£(14) = (14 4+ 19) mod 25 = 8
f
(0

(17) = (17 + 19) mod 25 = 11
(
f(5
(

(

0+ 19) mod 25 = 19

5+ 19) mod 25 = 24

£(8) = (8 +19) mod 25 = 2
)

)= (
)= (
)= (
7(0) = (

0+ 19)mod25 =19
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Zapis: 10, 17, 23, 15, 19, 14, 17, 0, 5, 8, 0" uzyskany po zakodowaniu to:
,4,11,17,9,13,8,11,19, 24,2, 19"

Problem 1

Wybierz liczbe p nalezaca do zbioru A = {0, 1,...,24}. Zakoduj dowolne stowo i popro$
kolege o rozkodowanie Twojego hasta nie znajac liczby p.

Ciekawostka

Dana jest funkcja f: R — R. Jest to funkcja liniowa, réznowarto$ciowai ,na”. katwo
znalez¢é funkcje odwrotna: f~!(z) = %:1: Rozwazmy funkcje okreslong tym samym
wzorem, ale na okrojonej do liczb naturalnych N (bez zera) dziedzinie. Woéwczas
zbiorem warto$ci funkcji g(n) = 2n jest zbior g(N) = P, gdzie P oznacza zbior liczb
parzystych dodatnich.

g(n)h

10 @
9
. o 9(n)=2n

7

Pojeciem, ktore nas wszystkich bardzo intryguje jest nieskonczonos¢. Filozofowie
rozrozniajg nieskonczonos¢ potencjalng i nieskonczonos¢ aktualng. Zbior liczb
naturalnych jest przyktadem tej drugiej. Bardzo ciekawe jest okreslenie rownolicznosci.
Mowimy, ze dwa zbiory sg rownoliczne, gdy istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna
przeksztalcajgca jeden zbior na drugi. Studenci pierwszego roku matematyki sg
zazwyczaj bardzo zaskoczeni, gdy dowiadujg sie, ze zbior liczb naturalnych jest
rownoliczny ze zbiorem liczb parzystych. Takg funkcja jest wlasnie funkcja g. Kiedy dwa
zbiory sg skonczone, uzycie sformutowania ,tyle samo elementow” jest dla nas bardzo
jasne. Jednak w przypadku zbiorow nieskonczonych nie jest to juz tak intuicyjne
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i wlasciwe. Wydaje sie przeciez, ze liczb naturalnych jest dwa razy wiecejniz liczb
parzystych.

Funkcja g: N — P jest rosngca, a wiec réznowarto$ciowa. Jest ,na”. Istnieje zatem funkcja

do niejodwrotnag ": P — N, g '(z) = +z.

Stownik
funkcja ,na”

funkcija jest ,na” caty zbior Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y € Y istnieje takie
ze X, zeflz)=y

funkcja réznowartosciowa

funkcija jest roznowartosciowa jesli dla dowolnych dwoch argumentow x1, xz2 € X
z faktu, ze x1 # z2 wynika, ze f(x1) # f(z2)

bijekcja
funkcja jest bijekcja jesli jest roznowartosciowai ,na”
funkcja odwrotna

niech funkcja f: X — Y bedzie bijekcjg; funkcje f': Y — X nazywamy funkcjg
odwrotna do funkcji f jeéli wtedy i tylko wtedy, gdy f*(y) = z dlakazdegoz € X i
yeyY

inwolucja

funkcja, ktora ma funkcje odwrotna rowna jej samej



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze schematem interaktywnym, a nastepnie wykonaj polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DyNDHIkIx


https://zpe.gov.pl/a/DyNDHIkIx

Polecenie 2
Wskaz wszystkie funkcje, ktére sg inwolucjami.

flz) =z

f(x) =107

0O 0 o 0o oo o o o oo
=
I
I



Polecenie 3

Wskaz pary funkcji odwrotnych i roznych wzgledem siebie.

flz)=—-z+3
fl)=z+4
fl@) ==
flz)==2—4
f@) = Vz—2
f(z) =logz
f(z) = 23
flz) = 2%
flz) =%
flz) =+ 2
f(z) = 10°
Polecenie 4

Zbuduj algorytm wyznaczajacy dziedzine funkcji f(z) = az? + bz + c, gdziea,b,c € R, na
ktorej jest ona réznowartosciowa oraz wzér funkcji odwrotnej.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Cigg ,13, 0, 5, 0, 17, 14, 6, 4” po odkodowaniu funkcja
odkodowujaca dla p = 21 i odczytaniu liter z tabelki kodujacej to:

() ROZYCKI

() REJEWSKI

() ZYGALSKI
Cwiczenie 2
Korzystajac z tabelki odszyfruj stowo ,ZYGALSK]I".

Przeciagnij poprawng odpowiedz.

____________________

\"12,16,3,0,23,7,19,2"]\"13,12,20,14,0,7,24,22"]\"2,24,5,17,14,20,3,9"

‘"20,12,7,9,14,24,8,0"’
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Cwiczenie 3

Potacz w pary zdanie oraz funkcje, za pomocg ktérej mozna je udowodnié.
Na przyktad parg jest: "Zbior liczb naturalnych jest rownoliczny ze zbiorem liczb
nieparzystych!" i f(z) = 2z + 1.

Zbior liczb naturalnych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb flz) =1z
podzielnych przez trzy.

Zbiér liczb podzielnych przez trzy jest
rownoliczny ze zbiorem liczb f(a:)
naturalnych.

Zbidr liczb catkowitych jest
rownoliczny ze zbiorem liczb f(z) = 3=z
naturalnych.

Zbior liczb nieparzystych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb flz) =1z

naturalnych.

Zbior liczb parzystych jest rownoliczny
ze zbiorem liczb naturalnych.

Cwiczenie 4

Podaj przyktad funkcji, ktéra przeksztatca w sposéb wzajemnie jednoznaczny zbiér R na
(0, oo) oraz odwrotnie, przyktad funkcji réznowartos$ciowej (1 — 1) przeksztatcajacej zbior
(0, 00) na zbiér R. Co mozna powiedzie¢ o tych zbiorach?

Cwiczenie 5
Niech f(z) =2x +4ag(z) = %a: — 2. Znajdz ztozenia: go foraz f o g.
Cwiczenie 6

Dane sa funkcje: f: R — (—1, 1), f(z) = &%= orazg: (-1, 1) — R, g(z) = 1log, 1*Z.

Zbadaj, czy go f = idRr oraz f o g = id(_1;1).




Cwiczenie 7
Niech f: R — R, f(z) = —x + 77. Wykaz, ze funkcja jest inwolucja.
Cwiczenie 8

az+b

Sprawdzi¢, czy funkcja f(z) = 222 gdzie a® + be # 0, jest inwolucja.

Cr—a



Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady funkcji odwrotnych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) postuguje si¢ ztozeniami funkcij.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje pewne reguly do zakodowania i odkodowania stowa
o sprawdza, czy zlozenie dwoch danych funkcji daje identycznos¢
» sprawdza, czy dana funkcja jest inwolucja

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm



Metody i techniki nauczania:

rozmowa nauczajgca
dyskusja
metoda tekstu przewodniego

Formy pracy:

praca indywidualna
praca w grupach
praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

Nauczyciel prowadzi wyktad informacyjny na temat kodowania. Pyta uczniow, czy
spotkali si¢ z kodowaniem, czy znaja zasady dziatania Enigmy oraz czy wiedzg, kto
ztamat szyfr Enigmy.

Nastepnie nauczyciel okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.
2.

Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg Przyklady 1, 2 i 3.

Uczniowie w parach, na podstawie pierwszych trzech przyktadow, uktadajg wtasny
sposob szyfrowania z kluczem. Kazdy z nich wybiera liczbe p nalezgca do zbioru
A=1{0, 1, ..., 24}. Uczniowie kodujg wybrane przez siebie stowo i prosza kolege
o odszyfrowanie. Najpierw bez podania liczby p. Jesli uczniowie majg problemy, to

z podaniem liczby p.

. Uczniowie wyznaczaja funkcje odwrotne do podanych w przyktadach 41 5.
. Nauczyciel mowi o rownolicznosci zbiorow ale zaznacza, ze to zagadnienie jest tylko

ciekawostka.

. Nauczyciel, aby podsumowac lekcje przechodzi do Polecen zwigzanych ze Schematem

interaktywnym.

Faza podsumowujaca:

Omowienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem Przykiadow, ktore pojawity sie
na lekciji.



Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 1-5 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Dla wszystkich chetnych
uczniow dodatkowo ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:
Proporcjonalnos¢ odwrotna
Wskazowki metodyczne:

Polecenia zwigzane ze schematem interaktywnym mozna wykorzysta¢ jako materiat,
stuzacy powtorzeniu materialu w temacie ,Przyktady funkcji odwrotnych” lub
przygotowania do matury.

»Schemat interaktywny” mozna rowniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji ,Wyznaczanie
funkcji odwrotnej do danej funkciji”
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