Trojkaty prostokatne o katach ostrych 30 stopni i 60

stopni oraz trojkaty prostokatne o katach ostrych 45
stopni
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— Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Podczas lekcji omowimy wiasno$ci dwoch rodzajow trojkatow. Skupimy uwage na
trojkgtach prostokatnych, ktore majg katy ostre o miarach 30° i 60° lub oba katy ostre maja
miary 45°. Takie trojkaty sg czesto okreslane mianem trojkatow charakterystycznych.
Znajomo$¢ zaleznosci, ktore wystepuja pomiedzy dtugos$ciami ich bokow pozwala na
rozwigzanie wielu probleméw geometrycznych. Bazujac na wiedzy teoretycznej oraz
omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Poznasz zalezno$ci pomiedzy dlugosciami bokow trojkatow charakterystycznych.
o Wykorzystasz poznane zalezno$ci miedzy dtugosciami bokow w trojkatach
charakterystycznych do rozwigzywania zadan dotyczacych obwodow i pol trojkatow.

» Ocenisz swojg wiedze, wykonujgc polecenia i rozwigzujac ¢wiczenia interaktywne.



Przeczytaj

W geometrii ptaskiejbardzo czesto wykorzystuje si¢ wiasnosci trojkgtow prostokatnych,
o katach wewnetrznych:

« 307,60°,90°,
e 45°,45°,90".

Istnieje charakterystyczna relacja miedzy dtugosciami bokow w kazdym z tych trojkatow,
w zaleznosci od tego, jakie sg miary katow wewnetrznych trojkata.

Tréjkat o katach wewnetrznych 30°, 60°, 90°

Zauwazmy, ze taki trojkat mozemy otrzymac poprzez poprowadzenie wysokosci o dlugosci
h w trojkacie réwnobocznym o boku dtugosci a.

Dlugos¢ wysokosci mozemy uzalezni¢ od dtugosci boku trojkata rownobocznego.

W tym celu uzyjemy twierdzenia Pitagorasa dla trojkata o bokach dtugosci h, %a, a.
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Otrzymujemy zatem:
ot (ba)” =t
h? + La? = a?
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W zwigzku z tym, trojkat o katach wewnetrznych 30°, 60°, 90° ma boki odpowiednio
V3 1

o dtugosciach T3a, =a, a.
Trojkat podobny do tego trojkata w skali 2 ma boki odpowiednio rowne: av/'3, a oraz 2a.

Zatem dla trojkata o kgtach wewnetrznych 30°, 60°, 90° zachodza zalezno$ci miedzy
dlugosciami jego bokow takie, jak na ponizszym rysunku.
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Trojkat o katach wewnetrznych 45°, 45°, 90°

Zauwazmy, ze taki rodzaj trojkgta mozemy otrzymac poprzez narysowanie przekatnej
dtugosci d w kwadracie o boku dtugosci a.

Dlugosc¢ przekatnej mozemy uzalezni¢ od dtugosci boku kwadratu.

W tym celu uzyjemy twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata o bokach dtugosci a, a oraz d.



Zatem mamy:

a2 +a? = d?

Dla trojkata o katach wewnetrznych 457, 45°, 90° zachodzg zalezno$ci miedzy dlugosciami
jego bokow takie, jak na ponizszym rysunku.

B

Rozwazany trojkat jest prostokgtny rownoramienny.

Przyktad 1

Obliczymy obwody trojkatow o wymiarach, jak na ponizszych rysunkach.
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Rysunek I:

B

Rozwigzanie:

Jezeli a jest dlugo$cia boku trojkata, przy ktorym lezg katy o miarach 90° 1 60°, to do
wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy rownanie:

a\/§ = §, zatema = ST‘@.

W zwigzku z tym 2a = %\/g .

Zatem obwod L tego trojkata wynosi:

L=8+ 83 1 105 _g 83

Rysunek II:
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Rozwiazanie:

Jezeli a jest dlugoscia boku trojkata, przy ktorym lezg katy o miarach 90° 1457, to do
wyznaczenia wartosci a rozwiazujemy réwnanie:

av/2 = 10, czyli a = 5v/2.

Zatem obwod L tego trojkata wynosi:

L =5V2+5v2+10 = 10v2 + 10.

Przyktad 2

Wyznaczymy dlugosci bokow trojkatow z ponizszych rysunkow.

Rysunek I - obwdd trojkata wynosi 6.

60°

\ 30°

Rozwigzanie:

Jezeli a jest dlugoscig boku trojkata, przy ktorym lezg katy o miarach 90° 1 60°, to do
wyznaczenia wartosci a rozwiazujemy réwnanie:

a+av3+2a=6a dalej:

3a + av/3 = 6.

Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci:
a(3+V3) =6

Zatem:

L6 6-(3-3) _ 6(3-v3)
3443 (3+\/§)-(3—\/§>




2a:2(3—\/§) —6—2V3,
a\/§=(3—x/§)-\/§=3\/§—3.

Dhugosci bokow tego trojkata wynosza odpowiednio: 3 — v/3, 3v/3 — 3 oraz 6 — 24/3.

Rysunek II - obwod trojkata wynosi 4.

45°
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Rozwigzanie:

Jezeli a jest dlugoscig boku trojkata, przy ktorym leza katy o miarach 90° i 45°, to do
wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy réwnanie:

a+a—|—a\/§= 4, a dalej:

2a + av/2 = 4.

Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci:
a(2 + \/5) =4,

4
24v2 "

Zatem:

4 _ 4 (2_\/5>
2442 (2+\/§)-(2—x/§>

av2= (4-2v2) - V2=4v2 -4

— 8—421\/5 :4_2\/51



Dtugosci bokow tego trojkata wynoszg odpowiednio: 4 — 22,4 — 2¢/2 oraz 4v/2 — 4.
Przyktad 3

Wiadomo, ze obwdd trojkata prostokatnego rownoramiennego jest rowny 6v/2 + 6.
Wyznaczymy pole tego trojkata.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy oznaczenia tak, jak na rysunku:

Z rownania na obwod trojkata obliczamy wartos¢ a:
2a 4+ av'2 = 6v2 + 6.

Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci:
a-(24v2) =6v2+56,

a- (2+\/§) — 32 (2+\/§).
Zatem:

a = 3\/5

W zwiazku z tym pole P tego tréjkata jest rowne:

p— 3\/§é3\/§ —9

ZaleznoSci miedzy bokami w trojkatach charakterystycznych mozemy wykorzysta¢ do
rozwigzywania roznych probleméw matematycznych.



Przyktad 4

Wyznaczymy obwod trojkata, jezeli katy przy jego podstawie majg miary 45° i 30°, a jego
pole wynosi 2 + 24/3.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy do zadania. Jezeli narysujemy wysokosS¢ tego trojkata, to
otrzymujemy dwa trojkaty charakterystyczne, jak na ponizszym rysunku:

60°

2a

30°
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Jezeli pole tego trojkata wynosi 2 + 2v/3, to do wyznaczenia wartosci a rozwigzujemy
rownanie:

w =2+2V3

Rownanie przeksztalcamy do postaci

a?+a?V3=4+4V3

Zatem:
a? - (1+\/§) —4. (1+\/§)
a?=14

a=2luba = -2

Poniewaz a > 0, zatem a = 2.
Boki trojkata maja dtugosci:
a+av3=2+2V3,

av2 = 2\/5,



2 =2-2=4.

Zatem obwod L tego trojkata wynosi:
L=2+2V3+2V2+4=6+2V3+2V2
Przyktad 5

W trapezie katy ostre przy podstawie maja miary 60° i 30°. Obliczymy dtugo$ci ramion
tego trapezu, jezeli krotsza podstawa trapezu ma dtugos¢ 4, a suma dlugosci podstaw jest
rowna sumie dlugo$ci ramion tego trapezu.

Rozwigzanie:

Narysujmy trapez i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

4
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Korzystajac z zalezno$ci pomiedzy bokami w trojkacie o katach 307, 60°, 90° mamy:

r = hvV3

z=2h
y= 1%
_ 2n/3
t="3—

Poniewaz suma dlugosci podstaw tego trapezu jest rowna sumie dlugosci jego ramion,
zatem do wyznaczenia warto$ci h rozwiazujemy rownanie:

z+t=x+y+8
o+ 23— /34 M3 g
6h 4 2hV/3 = 3hv/3 4+ hv/3 + 24

6h — 2h\/3 = 24



h(6 _ 2\/5) _ 24

T 24-(6+2v3)
6-2v3  (6-2v3)(6+2/3

] =6+23

Zatem ramiona trapezu majg dtugosci:

z:2-(6+2\/§) — 12+ 43

2-<6+2\/§>-\/§

+ = - _ 12\/§+12 :4\/5_'_4

Stownik
trojkaty charakterystyczne

trojkat prostokatny o katach wewnetrznych 30°, 60°, 90° lub trojkat prostokatny
o katach wewnetrznych 45°, 45°, 90°



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Niech a bedzie dtugoscia boku tréjkata, przy ktérym lezg odpowiednio katy 90° i 60° (rys.1)
oraz90° i45° (rys. 2).

Polecenie 2

Wyznacz obwdd i pole tréjkata przedstawionego na ponizszym rysunku.

12 + 44/3

\ 60°




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz.

30°

N

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Obwadd trojkata przedstawionego na rysunku wynosi:

O 9+ 3V3.
O 6+6V3.

O 18+ 33,




Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z rysunkiem i rozwigz zadanie.

45°
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Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Woysokos$¢ opuszczona na przeciwprostokatng ma dtugosé 8.
(] Obwéd tréjkata z rysunku wynosi 16 - (1 + \/5)
[ ] Pole tego trojkata wynosi 84.

(] Suma dtugosci przyprostokatnych tréjkata wynosi 8v/2.



Cwiczenie 3

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Tréjkat o katach wewnetrznych 307, 60°, 90°:

jest potowa trojkata
rownobocznego, a jego jeden
bok jest rowny dtugosci boku
trojkata réownobocznego

Tréjkat o katach t h45°, 45° °
rojkat o katach wewnetrznych 45, 45, 90 jest potowga kwadratu, a jego

jeden bok ma taka sama dtugosé
jak przekatna kwadratu

jest tréjkatem prostokatnym
rownoramiennym

jest tréjkatem prostokatnym
réznobocznym

ma przyprostokatne takiej samej
dtugosci

ma przyprostokatng réwna
potowie dtugosci jego
przeciwprostokatnej

Cwiczenie 4

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Przyprostokatne trdjkata o katach wewnetrznych 45°, 45°, 90° maja dtugosci 6.

Przeciwprostokatna tego trojkata ma dtugosé

‘12\/§+12H6\/§H6x/§+12]@’2—\/§’




Cwiczenie 5

Wiadomo, ze tréjkat prostokatny ma katy ostre 30° i 60°. Oznaczmy dtuzsza przyprostokatng

tego tréjkata jako a\/g. Potacz w pary dtugosc¢ dtuzszej przyprostokatnej z odpowiadajacy jej
wartoscig pola tego tréjkata.

av/3 =2V3 p=2383
av3 =4 P=2V3
av3 =3 P:%
av3 =1 p= 38

Cwiczenie 6

W trapezie réwnoramiennym kat ostry przy podstawie ma miare 30°, a podstawy tego
trapezu majg dtugosci 4 i 10. Zatem pole tego trapezu wynosi:

O 21V3.
O 24+ 18V3.

O /3.

Cwiczenie 7

@

Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o przeciwprostokatnej dtugosci 21/6.



Cwiczenie 8 @

Wiadomo, ze pole tréjkata prostokatnego oznaczonego rzymskim I jest o 2 mniejsze od pola
trojkata prostokatnego oznaczonego rzymskim II. Wyznacz pole tréjkata prostokatnego
oznaczonego rzymskim III.

4 [e]
2a g
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30
2a\/§
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Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Trojkaty prostokatne o katach ostrych 30 stopni i 60 stopni oraz trdjkaty
prostokatne o katach ostrych 45 stopni

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje dtugosci bokow trojkatow charakterystycznych za pomocg zaleznosci,

o wykorzystuje poznane zaleznosci miedzy dtugoSciami bokoéw w trojkatach
charakterystycznych do rozwigzywania zadan dotyczacych obwodow i pol trojkatow,

e ocenia swojg wiedze, wykonujgc polecenia i rozwigzujac ¢wiczenia interaktywne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» objasnienie nowejwiedzy;
e zuzyciem e-podrecznika;



o liga zadaniowa.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw grupach;

» praca calego zespotu klasowego;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

2. Uczniowie w parach przygotowuja pytania, na ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.
Zglaszaja swoje propozycje pytan do wspomnianego tematu, jedna osoba moze
zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaly jakie$s wazne
kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

3. Uczniowie wspolnie z nauczycielem formutuja cele oraz kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania
przed calg klasg. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci. W trakcie pracy uczniowie mogg wspomagac si¢ materiatem
z e-podrecznika.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z poleceniami z sekcji ,,Infografika”. Po zaznajomieniu si¢
z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia, najwazniejsze etapy
realizacji polecenia. Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych polecen,
omawiajac je wraz z uczniami na biezgco.

3. Wybrani uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia numer 11 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos$¢ zadan, dopowiada istotne informacije.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg zadania na forum. Nastepnie wybrana
grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia
informacje.



5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: , Trojkaty
prostokatne o katach ostrych 30 stopni i 60 stopni oraz trojkaty prostokatne o katach
ostrych 45 stopni”.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,,Trojkaty prostokatne o katach ostrych 30 stopni i 60
stopni oraz trojkaty prostokatne o katach ostrych 45 stopni”).

Materialy pomocnicze:

» Trojkaty o katach 30,60, 90 stopni.
» Trojkaty o katach 45,45, 90 stopni.

Wskazowki metodyczne:

» Materiat z sekciji ,Infografika” mozna wykorzystac jako powtorzenie do omowionego
tematu.

o W trakcie lekcji nalezy ktas¢ nacisk na prace grupowa uczniow oraz aktywne
poznawanie wiedzy.


file:///b/PFIoQH2JY
file:///b/P1830JMAJ

