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Zrédto: Pete Linforth z Pixabay, domena publiczna.

Rzeczywistym modelem abstrakcyjnego pojecia, jakim jest rekurencja, moze by¢ tzw. lustro
nieskonczonos$ci. Lustro nieskonczonos$ci tworzg lusterka ustawione w ten sposob, ze
przedmiot odbity w jednym lusterku odbija si¢ w nastepnym, itd. Tworzg si¢ w ten sposob
coraz mniejsze odbicia, dajgc ztudzenie, ze nikng one w nieskonczonosci. Efekt iluzji
powoduje, ze wydaje sie iz utworzony zostat tunel o nieskonczonej dtugosci.


https://pixabay.com/pl/users/thedigitalartist-202249/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=702784
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=702784

Wenus w lustrach

Zrédto: Nevit Dilmen, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Odpowiednio pochylone lusterka powoduja, ze kazde odbicie wydtuza droge, jaka musi
pokonac swiatto, zanim dotrze do widza. Seria powtarzajycych si¢ obrazow tworzy
nieskonczong figure, zwang Rogiem Gabriela. Rog Gabriela to przedziwna figura, ktora ma
nieskonczong powierzchnie, ale skonczong objetosc.

W tym materiale zastanowimy sie, w jaki sposob na podstawie wzoru rekurencyjnego ciagu
znalezc¢ jego wzor ogolny.

Twoje cele

e Odkryjesz zalezno$¢ miedzy kolejnymi wyrazami danego ciggu okreslonego
rekurencyjnie.
e Zapiszesz wzor ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie.

o Okreslisz niektore wiasnosci ciggu okreslonego rekurencyjnie.



Przeczytaj

Ciag okreslamy zwykle podajgc wzor na n-ty wyraz tego ciggu. Mozna jednak okresli¢ cigg
w inny sposob - na przyktad rekurencyjnie. Okreslajgc cigg rekurencyjnie, podajemy
najczesciej jego pierwszy wyraz (lub kilka poczatkowych wyrazow) oraz zwigzek miedzy
dowolnym wyrazem ciggu, a wyrazem bezposrednio go poprzedzajgcym.

Definicja: definicja rekurencyjna ciggu
Mowimy, ze ciag jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),

e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazow tego
ciagu.

Ten sposob okreslania ciggu nie jest jednak zbyt wygodny, bo okreslenie na przyktad wyrazu
dziesigtego, wymaga znalezienia az dziewieciu wyrazow go poprzedzajacych.

Dobrze jest wiec umie¢ znalez¢ wzor ogolny danego ciggu, okreslonego wzorem
rekurencyjnym.

Przyktad 1

=4
Ciag (a,) okreslony jest dlan > 1 wzorem rekurencyjnym {al :
Api1 = Qp + 2
Znajdziemy wzor na n-ty wyraz tego ciggu.

Wyznaczymy kilka poczatkowych wyrazow ciggu i ustalimy zalezno$¢ miedzy wartoscia
wyrazu ciggu, a jego wskaznikiem.

a; =4
a=44+2=6=2-2+42
a3 =64+2=8=2-3+4+2
ay=84+2=10=2-4+2
a; =10+2=12=2-5+2
ag=12+2=14=2-6+2

Mozemy sformutowac¢ hipoteze:




a, =2-n+ 2.

Gdybysmy chcieli formalnie udowodni¢, ze ustalony przez nas wzor jest prawdziwy,
nalezatoby skorzystac¢ na przyklad z indukcji matematycznej, co jednak wykracza pozna
proponowany tu materiat.

Przyjmujemy zatem, ze szukany wzor ogolny to
a, =2n+2,gdyn > 1.
Przyktad 2

=1
Ciag (ay) okreslony jest za pomocg wzoru rekurencyjnego {Z;H —5.a, n>1

Podamy wzor na n-ty wyraz tego ciggu.
1 Sposob

Wyznaczamy kilka poczatkowych wyrazow ciggu i staramy sie odkry¢ zalezno$¢ miedzy
wyrazem a, i n.

n an
1 a; =1=5 =511
2 ag=5-1=5=5%"1
3 a3 =5-5=25=5%"1
4 ay =5-25 =125 = 541
5 as =5-125 = 625 = 5°1
n a, = 5!

Zauwazmy, ze poszczegolne wyrazy ciggu mozna zapisa¢ w postaci potegi liczby 5. Zatem
wzOr ogolny ciggu to:

a, =5"1dlan € N,.

2 Sposdb

Na podstawie wzoru rekurencyjnego zapisujemy zalezno$ci miedzy wyrazami ciggu.
as = da;

as = Sas

ay = Sag



as = 5(14

ag — 5CL5

Ap-1 = 9Qp_2

a, = da,_1

Mnozymy stronami zapisane réwnosci (jestich n — 1).
A9Q3a4°...*Qypy_1Qy, = D71 - DA - ... - DAyp_9 * DAp_1

Kazdy wyraz ciggu (a,) jest rozny od zera, zatem mozemy obie strony otrzymanej

rownosci podzieli¢ przez asasay - ... - @,_1.
Stad
a, = 5n—1 - as.

Poniewaz a; = 1, wiec ostatecznie

a, =5""tdlan € N,

Badanie wilasnosci ciggu okreslonego rekurencyjnie jest doS¢ trudne, zatem warto najpierw
znalez¢ wzor ogolny tego ciagu, a dopiero nastepnie okreslac jego wiasnosci.

Przyktad 3

Zbadamy monotonicznos$¢ ciggu (a,,) okreslonego za pomoca wzoru rekurencyjnego
a; — 9
Api1 =0, +2,n>1

Wypisujemy kilka poczatkowych wyrazow ciggu i staramy sie odkry¢ zalezno$¢ miedzy
wyrazem a, i n.

n a,
1 a;=9=9+(1-1)-2
2 a=9+2=11=9+2=9+(2-1)-2
3 a3 =114+2=13=94+4=9+(3-1)-2
4 a1=13+2=15=9+6=9+(4-1)-2
5 a;=15+2=17T=9+8=9+(5-1)-2

n a,=9+(n—-1)-2



javascript:void(0);

Znaleziony wzor ogolny ciggu zapiszemy w prostszej postaci.

ap,=9+(Mn-1) 2

a, =2n+7

Okreslamy monotonicznos$¢ ciggu.

pi1—a,=2(n+1)4+7—-2n-17

Gpi1—Qp=2n+2—-2n=2>0

Roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest dodatnia - ciag jest rosnacy.

Przyktad 4

Ustalimy, ile wyrazow ciggu (a,,) okreslonego za pomoga wzoru rekurencyjnego
a; =15 ) )

{an+1 a2 -9 n>1 jest ujemnych.

Postepujac podobnie, jak w poprzednich przykladach, znajdziemy najpierw wzor ogoélny
ciagu.

Tym razem zauwazenie analogicznych zaleznosci miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest
trudne.

a;=15=12-10-1+24

a3 =154+2-1-9=8=22-10-2+24

a3 =8+2-2-9=3=32-10-3+24

a3 =3+2-3—-9=0=4*2-10-4+24
as=0+2-4—-9=-1=52-10-5+24
ag=-1+2-5—-9=0=62—-10-6+24

Na podstawie zapisanych wyzej zaleznosci formutujemy wzor og6lny ciggu.
a, =n?— 10n + 24

Sprawdzimy, czy dla a, 1 otrzymamy taki wzor, jak zapisany we wzorze rekurencyjnym.
a1 = (n+1)2—10(n+1) + 24

Api1 =n?+2n+1—10n — 10 + 24

ans1 = (n? —10n+24) +2n — 9



ani1=0a,+2n—9ia; =1—-10+4 24 = 15.
SprawdziliSmy, ze otrzymany wzor ogolny jest poprawny.

Okres$limy teraz, ile wyrazow ciggu jest ujemnych. Rozwigzemy w tym celu nieréwnos¢
kwadratowg

n?—10n+24<0

A =100—-96 =4

ny =102 —¢
ny — 102+2 _6

Zatemn € (4,6)

Poniewaz n jest liczbg naturalng, wiec n = 5.

Wynika z tego, ze tylko jeden wyraz ciggu jest ujemny. Jest to pigty wyraz ciggu:
as; = —1 <0.

Przyktad 5

b1 =2

Wykazemy, ze zaden wyraz ciagu (by,) okreslonego wzorem { byt = by — 2, 0> 1 nie

jest rowny 0.

Wypisujemy kilka poczatkowych wyrazow ciggu, aby znalez¢ wzor ogdlny ciggu.
b1 =2

by=3-2—-2=4=34+1=3"+1

b3=3-4—-2=10=3>+1

by=3-10-2=28=3%+1

b;=3-28—2=82=3"+1

Formulujemy wzor ogolny ciggu.

by =3""1+1dlan > 1.

Szukamy wyrazow ciggu, ktore sg rowne 0.

3" +1=0



1 _
L.ogn— 1

3" =-3
Dla kazdejliczby naturalnejn liczba 3" jest dodatnia. Zatem zapisane rownanie jest

sprzeczne. Czyli dla kazdejliczby naturalnejn prawdziwa jest nierownos¢ b, > 0.
WykazaliSmy wiec, ze kazdy wyraz ciggu (by) jest rozny od 0, co nalezato wykazac.

Stownik
definicja rekurencyjna ciggu
mowimy, ze cigg jest zdefiniowany rekurencyjnie, jezeli:

» okreslony jest pewien skonczony zbior wyrazow tego ciggu (zwykle jest to pierwszy
wyraz ciggu lub kilka jego pierwszych wyrazow),
e pozostale wyrazy ciggu sg zdefiniowane za pomoca poprzednich wyrazow tego

ciagu




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca sposoby poszukiwania wzoru ogdlnego ciggu okreslonego
wzorem rekurencyjnym. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé proponowane tam zadania,
a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DvKsV2ZwTU

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wyznaczania wzoru na wyraz ciggu
okreslonego rekurencyjnie.

Polecenie 2

a1:1

pi1 = ap+n+1

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu (a,,) okreslonego wzorem rekurencyjnym {


https://zpe.gov.pl/a/DvKsV2wTU

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

0,1:1

a1 = (n+1)-a,

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem {

Cwiczenie 7 @
a; =1
Wykaz, ze ciag (a,,) okreslony wzorem { ! jest naprzemienny.
ap+1 = —0ap
Cwiczenie 8 @
a; =1
Oblicz, ktéry wyraz ciagu (a,,) okreslonego wzorem { ! jest rowny 625
Api1 = ap + 8n




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzor ogolny ciaggu okreslonego rekurencyjnie

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa II lub III
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

a1 = 0,001
an:an+%°an(1_an)
a1:1

a2:1

Qpt2 = Qpy1 + Ay
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» odkrywa zaleznosci migdzy kolejnymi wyrazami danego ciggu okreslonego
rekurencyjnie;
 zapisuje wzor og6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie ;



» podaje niektore wlasnosci ciggu okreslonego rekurencyjnie.
Strategie nauczania:

o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

» milczaca tablica;
e mapa mysli.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie wspolnie tworzg mape mysli zbierajgca informacije na temat ciggow,
powtarzajac w ten sposob potrzebne wiadomosci.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z animacja i czescig teoretyczng zapisang
w sekcji Przeczytaj.

2. Nastepnie uczniowie rozwiazuja przyktady z sekcji Przeczytaj metoda milczgca tablica
- nauczyciel zapisuje na tablicy rekurencyjny wzor ciggu (taki, jak w kolejnych
przykladach w Przeczytaj), a chetny uczen na tablicy prezentuje swoj pomyst na
znalezienie wzoru ogolnego tego ciggu.

3. Pozostali uczniowie mogg korygowac prezentowane na tablicy rozwigzanie -
nauczyciel jest obserwatorem i nie moze podpowiada¢ uczniom.

4. W ten sposob uczniowie prawdopodobnie znajda kilka mozliwych rozwigzan jednego
problemu, co bedzie zaczynkiem do dyskusji podsumowujacej te czesc¢ lekcii.

5. Dyskusja - dlaczego cigg liczbowy warto opisywac¢ réznymi sposobami.

Faza podsumowujaca:

1. W ramach podsumowania wyznaczony wczes$niej uczen przedstawia krotkg
prezentacje pokazujacq znaczenie ciggow liczbowych zdefiniowanych rekurencyjnie



dla rozwoju teorii liczb.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

e Rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:
Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana na zajeciach wprowadzajacych okreslenie rekurencyjne
ciggu geometrycznego lub arytmetycznego.
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