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Indyjski matematyk i astronom Aryabhata (476 - 550 n.e.) w swoim dziele
Aryabhata-Siddhanta po raz pierwszy zdefiniowatl sinus w znanej formie zwigzku miedzy
potowa kata i potowg cieciwy. Arabscy matematycy uzywali go prawdopodobnie juz w IX
wieku. Isaac Newton w 1665 znalazt rozwiniecie funkcji sinus w szereg, a Leonhard Euler
w 1734 rozwiniecie tej funkcji w iloczyn nieskonczony. W trakcie lekcji omowimy
podstawowe wlasnosci funkcji sinus w kontekscie trojkata prostokatnego.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie definicje funkcji sinus w trojkacie prostokatnym.

e Odkryjesz zaleznosci wystepujace w trojkacie prostokgtnym.

» Wykorzystasz wiasnosci funkcji sinus do rozwigzywania problemow
matematycznych.




Przeczytaj

Definicja: Sinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Sinusem kata ostrego w trojkgcie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci
przyprostokatnejlezgcejnaprzeciwko tego kata do dtugosci przeciwprostokatne;.

A

Do oznaczenia funkciji sinus uzywa sie skrotu ,sin”.

Stosujac oznaczenia z rysunku, mamy, ze przyprostokatng lezaca naprzeciwko kata « jest
bok o dlugosci a oraz przyprostokatng lezaca naprzeciwko kata f3 jest bok o dtugosci b.

Zatem zgodnie z definicjg mamy:

. o . o b
sina = 7 orazsin 8 = .
Z przyjetych oznaczen wynika, ze = 90" — a, wiec sin(90° — a) = 2.
Przyktad 1

Obliczymy wartoSci sinusow katow ostrych w trojkgcie prostokatnym z rysunku.
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Oznaczmy dtugos¢ przeciwprostokatnejjako x.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze 42 + 62 = 2.

Z réwnania otrzymujemy, ze > = 52, zatem z = v/ 52 = 2v/13lub z = —/52 = —21/13.
Poniewaz z > 0, wiec z = v 52 = 2v/13.

Z definicji funkciji sinus otrzymujemy, ze:

. 6 3113
24/13 13 >
. 4 2113
Sin f = —— = ==,
p 24/13 13
Wazne!

Dla dowolnego kata ostrego a zachodzi zalezno$¢:
0 <sina <1
Wyjasnienie tej nierownosci mozna zapisa¢ w dwoch krokach:

1. nierownos¢ sin a > 0 wynika wprost z definicji funkciji sinus w trojkacie
prostokatnym,

2. poniewaz w dowolnym tréjkgcie prostokatnym dtugos$c przyprostokatnejjest zawsze
mniejsza od dtugosci przeciwprostokatnej, zatem:

sina =

ole

c __
<f=1

Wyznaczymy warto$ci sinusow niektorych katow ostrych. Wykorzystamy do tego trojkaty
charakterystyczne.
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Korzystajgc z definicji funkcji sinus, otrzymujemy, ze:

. o —L _
sin30” = e =

. o NG
sin45° = 44— = %=
av?2 2

sin 60° = 23 — 3

Przyktad 2

2sin30° —sin60°

Wyznaczymy wartoSC wyrazenia 3 smdb”

Po podstawieniu mamy:

26in30°—sin60°  2i-YE
3sin4b5° T 3.2
2
_ 1= 2-v3 2 _ 2v2-V6
Ton2 T2 32 6
2
Przyktad 3

. . . , , s . . 243
Wiadomo, ze suma sinuséw katow ostrych w trojkacie prostokgtnym wynosi <5=.

Obliczymy iloczyn sinusow tych katow.

Wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.




. . __a . _ b
Z rysunku mamy, ze sina = < orazsin§ = 2.

Wiadomo, ze sina + sin § = 27\/3

Stosujac oznaczenia z rysunku, otrzymujemy rownanie:
a b _ 2V3
c + c 3 -

Podnoszac obie strony rownania do kwadratu, mamy, ze:
(2 + 2)2 _ (23
c c o 3 :

Po przeksztalceniu rownanie jest postaci:

a’+2ab+b® 12
2 - 9

. . . . . . 2
Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze a? + b? = ¢?, wiec <32 = 22

Rownanie mozemy zapisa¢ w postaci 1 + %b = %
ab _ 2 i a0 b 2
Zatem 7 = §,wieCc ¢ - © = 3.

Po podstawieniu, zgodnie z wcze$niejszymi oznaczeniami, otrzymujemy, ze
. . _ 2
sina-sinff = 3.

Przyktad 4

Wyznaczymy dlugosci przyprostokatnych w trojkacie prostokgtnym
o przeciwprostokatnej dtugosci 10, jezeli wiadomo, ze sinus jednego kata ostrego jest
dwa razy wigkszy od sinusa drugiego kata ostrego.



C a B

Z warunkow zadania wynika, Ze sin o = 2 sin 8 oraz ¢ = 10.

Z trojkgta prostokatnego z rysunku mamy, ze sin = - oraz sin 8 = %
Po podstawieniu do zaleznosci sin o = 2 sin 8 mamy, Ze:

- =2 %,czylia: 2b.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy, ze

? = b2 + (2b)°, wiec ¢ = v/5b.

Otrzymujemy réwnanie 10 = /5b, zatem b = 21/5.

Zatem przyprostokatne maja dtugosci a = 4v/5 oraz b = 2/5.

Przyktad 5

. T . . 2 °
Wykazemy, Ze jezeli kat « jest ostry oraz sina = 5, toa > 30"

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia, jak na rysunku:



Y

Z rysunku mozemy odczytac, ze sina = 5.

Nastepnie przedtuzmy przyprostokatna lezacg przy kacie prostym tak, aby
przeciwprostokatna byta dtugosci 4 i oznaczmy otrzymany kat jako S.

Z rysunku mamy, ze sin 8 = 2, co oznacza ze 8 = 30°.
Poniewaz a > (8, wiec a > 30°.

Wazne!

Funkcja sinus jest funkcja rosngcg dla o € (0,90°).

Stownik
sinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciwko kata do dtugosci
przeciwprostokatnej



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenie.
Polecenie 2

Wiadomo, ze iloczyn sinuséw katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym wynosi % Wyznacz

sume sinuséw tych katéw.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Jezelisin(90° — a) = % i a jest katem ostrym, to:

O sina = 5—\/2—9.

29
2
O sina= £.

O sina = @

Cwiczenie 2

sin30° - sin60°
sin30° + sin45°

sin 60°
sin45°

sin45° +sin 60°
sin 30°

Ponizej przedstawiono wyrazenia oraz odpowiadajace im wartosci. Potacz je w pary.

V2+1
2

<&

=I5

V2443

¢



Cwiczenie 3

Wybierz poprawne wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych z rysunku.

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi.

(] sin(90° — B8) = QT*/E

E] sina:%
. a_ 2v5
D SID/B—T

[J sin(90° —a) = £

Cwiczenie 4
Uporzadkuj wartosci funkcji sinus katéw ostrych «, S, v, d tak, aby miary tych katéw byty
utozone rosngco. Ztap element i przesun go w goére lub w dét.

sin 8 = %
sina = %
siny = %

wlb—l

sind =

O

O

114

114



Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli wartos$¢ sinusa jednego kata ostrego w trojkacie prostokatnym jest trzy razy wieksza od

wartosci sinusa drugiego kata ostrego w tym tréjkacie, a przeciwprostokatna ma dtugosc¢ 20,

12y/10| | 6V/I0 | | 20 + 810 |

Cwiczenie 6

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.

Jezeli w pewnym tréjkacie prostokatnym iloczyn sinusow katéw ostrych wynosi
kwadrat sumy wartosci tych sinusow jest réwny:

S

, to

O =%
O 3

O %

Cwiczenie 7 @
Uzupetnij tekst wpisujgc w luke odpowiednia liczba.

W tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych 1 i 2\/5 lub w tréjkacie prostokatnym

o przyprostokatnych ’i 2v/3 sinus mniejszego kata ostrego wynosi 1£33

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze suma kwadratow sinuséw katow ostrych w tréjkacie prostokatnym wynosi 1.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci funkcji sinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje definicje funkciji sinus kata ostrego w trojkacie prostokgtnym;
 oblicza wartosci funkciji sinus dla katow ostrych w trojkacie prostokgtnym;
o odkrywa zalezno$ci pomiedzy sinusami kqtow ostrych w trojkacie prostokgtnym.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e zuzyciem e-podrecznika;

e rOzZmMOWwa nauczajagca w oparciu o tre$ci zawarte w Samouczku i ¢wiczenia
interaktywne;



objasnienie nowej wiedzy.

Formy pracy:

praca indywidualna;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e-podrecznik.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego si¢

uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1 - ,,Obejrzyj infografike, a nastepnie wykonaj

polecenie”” z sekcji , Infografika”. Uczniowie zapoznajg si¢ z trescig materiatu, nastepnie
na forum klasy wspolnie wyjasniajg ewentualne watpliwosci.

. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym

kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

. Cwiczenia numer 6, 7i 8 uczniowie wykonujg indywidualnie, a nastepnie omawia je

nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Sinus kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,, Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Witasnosci funkciji sinus”.
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