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Zagadnienia optymalizacyjne z kontekstem

realistycznym wykorzystujace wtasnosci funkcji
kwadratowej

W rozwigzywaniu problemow praktycznych zawsze poszukujemy najlepszych rozwigzan.
Okazuje sig, ze zagadnienie optymalizacji (znajdowania warto$ci najmniejszej lub
najwiekszej) ma szerokie zastosowanie w zyciu codziennym. Problem optymalizacji moze
dotyczy¢ zaréwno znajdowania najwiekszego iloczynu liczb, przy zatozeniu, ze znamy ich
sume, jak i znalezienia najwigkszej powierzchni ogrodka, gdy znamy dtugo$c¢ jego obwodu.

Twoje cele

» Uzyjesz strategii, ktora bedzie wynikata z tresci zadania.
e Zbudujesz model matematyczny w sytuacjach z zycia codziennego.

» Zinterpretujesz tekst matematyczny, a po rozwigzaniu zadania jego wynik.



Przeczytaj

Definicja: Optymalizacja

Optymalizacjg nazywamy metode¢ najlepszego rozwigzania z punktu widzenia
okreslonego kryterium. W matematyce jest to problem polegajacy na znalezieniu
ekstremum funkcji, przy ustalonym warunku.

Optymalizacja w przypadku funkcji kwadratowej sktada si¢ z nastepujacych krokow:

 analiza treSci zadania i wskazanie wielkosci, ktora bedziemy optymalizowac,
» zapisanie wzoru odpowiedniej funkcji kwadratowe;j,
» obliczenie wspolrzednych wierzchotka funkcji kwadratowe;.

Funkcja kwadratowa posiada dokladnie jedno ekstremum w punkcie, ktory jest
wierzchotkiem wykresu funkcji kwadratowej. Oznacza to, ze nie musimy szukac
ekstremum lokalnego, mozemy od razu przejs¢ do wyznaczania ekstremum globalnego
funkcii.

Przypomnijmy definicje maksimum oraz minimum globalnego funkciji.
Definicja: Maksimum, minimum globalne

Niech dana bedzie funkcja rzeczywista f : X — R . Powiemy, ze funkcja f osigga
maksimum globalne w punkcie o € X, jezeli dla dowolnego punktu # € X spelniona
jest nieré6wnos¢

f(zo) = f(=).

Analogicznie, powiemy, ze funkcja f osigga minimum globalne w punkcie zy € X, jezeli
dla dowolnego punktu x € X zachodzi nierownos¢

f(zo) < f(z).

Liczbe f(xy) nazywamy wowczas (odpowiednio) najwiekszg lub najmniejszg warto$cia
funkcji f w zbiorze X.

W przypadku funkcji kwadratowej jest jednak inaczej, co wynika z ksztattu paraboli, bedace;j
jej wykresem. Przeanalizujmy ponizsze wykresy.
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Kazda parabola, bedgca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem

f(z) = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0, ma dokladnie jeden wierzchotek. Druga wspoirzedna
punktu, bedacego wierzchotkiem tej paraboli odpowiada najwi¢kszejlub najmniejszej
wartos$ci przyjmowanej przez zadang funkcje kwadratow3.

O tym, czy jest to minimum, czy maksimum decyduje wartos¢ wspotczynnika a przy

wyrazeniu z2.

Wazne!

Funkcja kwadratowa f(z) = az® + bz + c:



e dlaa > 0 osigga warto$¢ najmniejsza w wierzchotku paraboli, bedgcej wykresem
funkciji f,

e dlaa < 0 osigga warto$¢ najwieksza w wierzchotku paraboli, bedgcejwykresem
funkciji f.

Przyktad 1

Arek i Marek grajg w gre, ktora polega na wyznaczeniu najwiekszego iloczynu dwoch
liczb, gdy dana jest suma tych liczb. W grze wygrywa si¢, gdy jeden z graczy wymieni
takie liczby, ktorych suma jest rowna 10, a iloczyn tych liczb jest najwigkszy. Wyznaczymy
te liczby.

Rozwigzanie:

Niech z i y bedg szukanymi liczbami.

Uktadamy warunek, ktory przedstawia zalezno$¢ z zadania: ¢ 4 y = 10.
Z tego warunku otrzymujemy, ze: y = 10 — x.

Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej, ktora okresla iloczyn liczb x i y, ale w zaleznoSci
od zmiennej x.

flx)=z-y=x-(10 — 2) = —z? + 10z.

Otrzymujemy funkcje kwadratowg, ktorej wykres jest parabola z ramionami skierowanymi
do dotu.

Zatem funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza w wierzchotku paraboli, bedacejjej
wykresem.
Wyznaczamy wspotrzedng p wierzchotka paraboli.

Otrzymujemy p = ;—; = z.fiol) =5, czyliz = 5.

Dlaz = 5mamyy =10 — 5 = 5.
Iloczyn tych liczb jest najwiekszy, gdyx = 5iy = 5.
Zatem jeden z graczy wygra gre, gdy poda obie liczby rowne 5.

Dodatkowo mozemy obliczy¢ warto$c¢ tego iloczynu. W tym celu wystarczy znalez¢
wielko$c¢ q.

q=fp)=f(5) = =52 4+10-5= —25+50 =25

Przyktad 2



Mamy 200 metrow siatki ogrodzeniowej. Jakg maksymalng, prostokatng powierzchnie
mozemy ogrodzic?

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez x - dtugos¢ oraz y - szeroko$¢ dziatki.

Z warunku w zadaniu wiemy, ze obwod dziatki wynosi 200 metrow.
Otrzymujemy rowanie: 2z + 2y = 200.

Po uproszczeniu mamy, ze ¢ + y = 100, wiec y = 100 — z.

Z tre$ci zadania wiemy, ze x > 0, wiec y € (0, 100).

Okreslamy odpowiednia funkcje nastepujaco:
f(z)=2z-y==x-(100 — ) = —22 + 100z.

Otrzymalismy funkcje kwadratowg, ktorej wykres jest parabolg z ramionami
skierowanymi do dotu.

Zatem funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza w wierzchotku.

Wyznaczamy wspotrzedng p wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcii f.
Otrzymujemy, ze p = 5_5 = % = 50, czyli x = 50.

Dla z = 50 mamy y = 50.

Aby dziatka miata najwieksze pole powierzchni, powinna by¢ kwadratem o boku 50.
Przyktad 3

Strona ksigzki ma ksztalt prostokata o obwodzie rownym 72 cm. Obliczymy, jakie
wymiary powinna miec strona tej ksigzki, aby zapewni¢ maksymalng powierzchnieg
druku, przy zatozeniu, ze marginesy boczne i dolne majg szerokos¢ 1 cm, a margines
gorny 2 cm.

Rozwiazanie:

Niech z i y beda wymiarami strony w ksztalcie prostokata (z > 0,y > 0). Wykonajmy
rysunek pomocniczy do zadania:



xr — 2 11

X

Poniewaz obwod tego prostokata jest rowny 72 cm, zatem:

2z + 2y = 72

Wobec tegoy = 36 — z oraz = € (0, 36).

Niech f bedzie funkcja, ktora opisuje pole powierzchni strony do druku. Wéwczas:

fl@)=(z—-2)-(y-3)=(z—-2)(33 - 2)

Otrzymujemy wzor funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest parabola z ramionami
skierowanymi do dotu. Zauwazmy, ze miejscami zerowymi paraboli, bedacej wykresem
funkcji f sa liczby 2 oraz 33. Funkcja przyjmuje warto$¢ najwigksza w wierzchotku
paraboli, bedacej jej wykresem. Pierwsza wspolrzedna p wierzchotka paraboli bedacej
wykresem funkcji f wynosi:

p= 28 =175
Wobec tego x = 17,5 cm oraz y = (36 — 17,5) cm = 18,5 cm.

W celu zapewnienia maksymalnej powierzchni druku strona ksigzki powinna miec
wymiary 17,5 cmna 18,5 cm.

Przyktad 4

Obrazek ma ksztalt rownolegloboku, w ktérym suma dtugosci boku i wysokosci
opuszczonejna ten bok wynosi 8. Wyznaczymy dtugos¢ tego boku i wysokosci tak, aby
pole tego obrazka byto najwigksze.



Rozwiazanie:

Przyjmijmy oznaczenia: a - dtugo$¢ boku roéwnolegloboku, h - dlugo$¢ wysokosci
opuszczonejna ten bok.

Z warunkéw zadania mamy, ze a + h = 8, wiec h = 8 — a.
Poniewaz a > 0, zatem h € (0, 8).
Pole rownolegloboku obliczamy ze wzoru P = ah.

Funkcje pola w zaleznosci od a zapisujemy nastepujaco:
f(a)=ah=a-(8 —a) = —a® + 8a.

Wykres tej funkciji jest parabolg z ramionami skierowanymi do dotu, zatem funkcja
przyjmuje wartoS¢ najwieksza w wierzchotku paraboli, bedacejjej wykresem.

Obliczamy wartos¢ p = :—g =4,wieca=4ih =4.
Przyktad 5

Tygodniowy popyt na pewien towar wyraza sie wzorem p(z) = 2000 — 20z, gdzie x
oznacza cene towaru. Wyznacz ceng, dla ktorej dochod jest maksymalny. Obliczymy ten
dochod.

Rozwigzanie:
Z warunkéw w zadaniu mamy, ze > 0 oraz 2000 — 20z > 0, wiec z € (0, 100).

Funkcje dochodu mozemy zapisac jako
f(z) =z -p(z) = = - (2000 — 20x) = —20z + 2000z.

Poniewaz otrzymali$my funkcje kwadratowg, ktorej wykres jest parabolg z ramionami
skierowanymi do dotu, zatem warto$¢ najwigksza przyjmowana jest w wierzchotku tej
paraboli.

Wyznaczamy pierwszg wspotrzedna wierzchotka paraboli, bedgcejwykresem funkcji f:

_—2000 _ —2000 _
P = 55y — —a0 — 20

Otrzymujemy wiec, ze dla £ = 50 dochdd jest maksymalny i wynosi:

£(50) = —20 - 50% + 2000 - 50 = —50000 -+ 100000 = 50000.

Stownik

optymalizacja



metoda najlepszego rozwigzania przy uwzglednieniu zadanego warunku
ekstremum funkcji

maksymalna lub minimalna warto$¢ funkcji



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje przedstawiajacg zagadnienie optymalizacyjne wykorzystujgce wtasnosci

funkcji kwadratowej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D13Ezyoxy

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczacego zagadnien optymalizacyjnych
z kontekstem realistycznym wykorzystujace wiasnosci funkcji kwadratowe;.

Polecenie 2

Z kawatka materiatu w ksztatcie tréjkata rownoramiennego o podstawie dtugos$ci 5 m oraz
wysokosci opuszczonej na tg podstawe réwnej 6 m chcemy wycigé prostokatny fragment, jak
na ponizszym rysunku.

Oblicz, jakie wymiary powinien miec¢ ten prostokat.


https://zpe.gov.pl/a/D13Ezyoxy

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Mamy 120 metréw siatki ogrodzeniowej. Chcemy ogrodzi¢ prostokatng dziatke o jak

najwiekszym polu. Wyznacz dtugos¢ dziatki x oraz szerokos¢ dziatki y. Zaznacz poprawng
odpowiedz.

() z=50iy="170
() z=30iy=30

() z=80iy=40



Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono projekt rozmieszczenia prostokatnego trawnika (zacieniowany
obszar) na dziatce w ksztatcie tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dtugosci 4 m i 8 m.

™

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia w puste pola.

Jezeli x jest szerokosciag prostokata, a y jego dtugoscia, to trawnik ma najwigksza
powierzchnie, gdy:
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Cwiczenie 3

Jas buduje szkielet prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej z drutu o réznych
dtugosciach. Potacz w pary dtugos¢ drutu i wzér funkcji, ktéra opisuje pole powierzchni
prostopadtoscianu w zaleznosci od dtugosci krawedzi x podstawy prostopadtoscianu

z wartoscia najwiekszej objetosci takiego prostopadtoscianu.

dtugos¢ drutu 48 cm i 512 3
f(z) = —6x% + 48z 27

dtugos¢ drutu 32 cm i 64 cm3
f(z) = —622 + 32z

dtugos¢ drutu 50 cm i 8000 .3
f(z) = —62® + 50z 2T

dtugos¢ drutu 80 cm i 15625 3

_ 2 216 ‘M

f(z) = —6z° + 80z

Cwiczenie 4

Uporzadkuj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania: suma dwéch réznych bokow
rabatki kwiatowej w ksztatcie prostokata o wymiarach x i y wynosi 6. Wyznacz wymiary tej
rabatki, jezeli iloczyn liczb x i y ma by¢ najwiekszy. Ztap element i przesuh go w gore lub

w dot.

y=6—x s
p=—5 =3 v
flx)=z-(6—-2)=—z*+ 6z $
r+y==6 s
z € (0,6) AN y>0 =



Cwiczenie 5

Jakie wymiary ma basen w ksztatcie prostokata o obwodzie dtugosci 20 m, ktéry ma
najkrotsza przekatng? Dtugos¢ basenu wynosi x, a szerokos$¢ y. Zaznacz poprawng
odpowiedz.

() z=15miy=5m
() z=10miy=10m

() z=5miy=5m

Cwiczenie 6 @

Sklep sprowadza z hurtowni drukarki ptacac 120 zt za sztuke, a sprzedaje po 180 zl za sztuke
i sprzedaje ich srednio 40 miesiecznie. Jezeli sprzedawca obnizy cene drukarki o ztotéwke,
wowczas sprzedaz miesieczna wzrasta o jedng sztuke. Jakg cene drukarki powinien ustali¢
sprzedawca, aby jego zysk byt najwiekszy? Uzupetnij ponizsze rozwigzanie, wpisujac
poprawne odpowiedzi w puste pola.

Rozwiazanie:

Zysk na jednej drukarce: 180 zt - 120 zt = ‘ ’z},

T - o tyle obnizono cene drukarki, gdzie x > 0,

zysk na drukarce po obnizce: ‘ H H ’z},

tyle drukarek sprzedaje sklep po obnizce o x zt: ‘ H ’

Przychod sklepu opisuje funkcja f okreslona wzorem:

) = ( H H )( !
| I ) = —22 + 20z + 2400.

Wartos$¢ najwieksza funkcji f jest osiagana w wierzchotku paraboli, bedacej jej wykresem:

p=| !-
Odpowiedz: Aby zysk byt najwiekszy, to cene drukarki nalezy obnizy¢ o zt.

Woéwczas jej cena wyniesie‘ zt.




Cwiczenie 7 @

Serwetka ma ksztatt trojkata, w ktérym suma dtugosci boku i wysokos$ci opuszczonej na ten
bok wynosi 8. Wyznacz dtugos¢ boku oraz dtugos¢ wysokosci, tak aby pole serwetki byto
najwieksze, wiedzac ze a - dtugosc boku tréjkata, h - dtugos¢ wysokosci opuszczonej na ten
bok Zaznacz poprawng odpowiedz.

() a=2ih=6
() a=6ih=2
() a=4ih=4
Cwiczenie 8 @

Gra liczbowa polega na tym, ze uczestnicy muszg podac takie dwie liczby, aby suma ich
kwadratéw byta najmniejsza przy zatozeniu, ze dana jest suma tych liczb. Zatézmy, ze suma
tych liczb wynosi 12. Wyznacz takie liczby, aby wygrac¢ w grze.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zagadnienia optymalizacyjne z kontekstem realistycznym wykorzystujace
wlasnosci funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym:;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje strategie rozwigzywania zagadnienia optymalizacyjnego,
e buduje model matematyczny w sytuacjach z zycia codziennego,
» wiaSciwie interpretuje tekst matematyczny i ocenia wynik zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow.

Formy pracy:



e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Zagadnienia optymalizacyjne z kontekstem
realistycznym wykorzystujace witasnosci funkcji kwadratowej” oraz cele, wybrana osoba
formutuje kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy moézgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”,

a nastepnie wybrany uczen omawia ich wykonanie na forum klasy krok po kroku.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej. Wybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie

mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

o Warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowejw przedziale

domknietym

Wskazowki metodyczne:

e ,Animacj¢” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy
w zakresie rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych z kontekstem realistycznym,
wykorzystujacych wiasnosci funkcji kwadratowe;.

« Animacj¢ mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswigeconych okreslaniu ekstremum

funkcji.
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