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Zrédto: Thisisengeneering RAEng, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Zajmiemy sie teraz przedziatami liczbowymi, czyli zbiorami liczb, ktore na osi
liczbowej ilustruje si¢ za pomoca odcinkow (z koncami lub bez koncow) lub
potprostych (z poczatkiem lub bez poczatku). Istniejg rézne rodzaje przedzialow

liczbowych - poznasz je w dalszej czeSci materiatu.

Przedzialy liczbowe mozna wykorzystac na przyktad do ilustracji zbioru rozwigzan

pojedynczych lub podwojnych nierownosci pierwszego stopnia jednej zmienne;.

Twoje cele

e Okreslisz rodzaj przedziatu liczbowego.

e Uzyjesz odpowiednich oznaczen do zapisu konkretnych przedziatow

liczbowych.

e Zaznaczysz na osi liczbowej dany przedziat liczbowy.



Przeczytaj

Przedzial liczbowy to pewien podzbior zbioru liczb rzeczywistych. Przedziatly
liczbowe dzielimy zwykle na przedzialy ograniczone i nieograniczone. Mozemy

zilustrowac je na osi liczbowe;j.

Definicja: Przedziat ograniczony

Przedzialem ograniczonym nazywamy zbior liczb rzeczywistych, ktory na osi

liczbowej tworzy odcinek (z koncami lub bez).

Definicja: Przedziat otwarty

Niech a oraz b bedg pewnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b.

Przedzialem otwartym (a, b) nazywamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych

spelniajgcych podwojng nier6wnos¢:

a<x<b.

Przedzial otwarty jest zatem zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych zawartych

miedzy liczbami a oraz b. Na osi liczbowej ilustrujemy go nastepujgco:
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Zwrocmy uwage, ze konce przedzialu otwartego do niego nie nalezg i sa
przedstawione na rysunku w punktach a oraz b jako kéteczka niezamalowane.

Przyktad 1

Zbior liczb zdefiniowany za pomoca podwojnej nierownosci: 1 < x < 5 jest

przedziatem otwartym (1; 5).
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Wazne!

Mozemy zauwazy¢, ze np. liczba 2 nalezy do przedziatu (1;5). Symbolicznie
zapisujemy ten fakt nastepujgco: 2 € (1;5). Z kolei fakt, ze liczba 0 nie nalezy do

przedziatu (1; 5), mozemy symbolicznie zapisa¢ nastepujaco: 0 ¢ (1;5).

Jesli do przedzialu otwartego dolgczymy jego oba konce, otrzymamy przedziat

domkniety.

Definicja: Przedziat domkniety

Niech a oraz b bedg pewnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a < b.

Przedzialem domknietym (a; b) nazywamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych

x spekniajacych podwojng nierbwnosc:a < x < b

Uwaga!

Jak widzimy, roznica w zapisie symbolicznym pomiedzy przedziatem otwartym
a domknietym polega na uzyciu innych nawiasow: w przypadku przedziatu
otwartego uzywamy nawiasow zwyktych (okragltych), w przypadku przedziatu

domknietego - nawiasow ostrych.

Przedzial domkniety jest zbiorem ztozonym z liczb a i b oraz wszystkich liczb

zawartych miedzy nimi. Na osi liczbowej przedzial domkniety ilustrujemy nastepujaco:
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Zauwazmy, ze tym razem konce przedziatu domknietego do niego nalezg, zatem

koteczka w punktach a oraz b sg zamalowane.



Przyktad 2

Zbior liczb spetniajgcych podwojng nierownosc: 0 < z < 4 jest przedzialem
domknietym (0; 4). Jego ilustracje na osi liczbowej umieszczamy na rysunku

ponizej.

W ten sposoOb rozpatrzyliSmy dwa rodzaje przedziatow, ktore na osi oznaczamy
odcinkami bez koncoéw lub z dwoma koncami. Jak tatwo mozna si¢ domyslic¢, sa tez
takie przedzialy, ktore zawieraja jeden z koncow, a drugiego nie. Przedzial, do ktorego

nalezy jego lewy koniec, a prawy nie, oznaczamy na osi liczbowej nastepujaco:
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Jest on definiowany nieréwnoscia: a < x < bizapisywany symbolicznie: (a; b). Ostry
nawias po lewej stronie oznacza, ze liczba a nalezy do przedziatu, a okragly nawias po

stronie prawej, ze b nie nalezy do przedziatu.

Wazne!

Przedzial, w ktorym lewy koniec nalezy do przedzialu, a prawy - nie, nazywamy

przedzialem lewostronnie domknietym i prawostronnie otwartym.

Przyktad 3

Przedzial, ktory zdefiniowany jest za pomoca podwojnej nierownosci: —3 < & < 2
, 0znaczamy symbolicznie (—3; 2). Zauwazmy, ze liczba (—3) nalezy do przedziatu
(—3;2), aliczba 2 do tego przedziatu nie nalezy. Na osi liczbowej przedstawiamy

go tak jak na rysunku ponizej.
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Przedzial, do ktorego nalezy jego prawy koniec, a lewy nie, oznaczamy na osi liczbowej
nastepujaco:
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Jest on definiowany nieréwnoscia: a < z < bioznaczany symbolicznie: (a; b).

Wazne!

Przedziatl, w ktorym prawy koniec nalezy do przedzialu, a lewy - nie, nazywamy

przedziatem lewostronnie otwartym i prawostronnie domknietym .

Przyktad 4

Przedzial, ktory zdefiniowany jest za pomocg podwojnej nierownosci —1 < z < 1,
oznaczamy symbolicznie jako (—1; 1). Zauwazmy, ze liczba (—1) nie nalezy do
przedziatu (—1;1), a liczba 1 do tego przedziatu nalezy. Na osi liczbowe;j

przedstawiamy go tak, jak na rysunku ponizej.
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Wszystkie przedziaty dotad rozwazane sg przedziatami ograniczonymi. Mowimy
roOwniez o przedziatach nieograniczonych, ktore na osi liczbowej symbolizuje

polprosta (z poczatkiem lub bez poczatku).

Definicja: Przedziat nieograniczony

Przedzialem nieograniczonym nazywamy zbior liczb rzeczywistych, ktore na osi

liczbowej tworza potprostg (z poczatkiem lub bez).



W ponizszych przyktadach przedstawimy sposob oznaczania przedzialow

nieograniczonych.

Zbior liczb wiekszych od liczby a, czyli spelniajacych nierownos¢: ¢ > a zaznaczamy
na osi, jak na ponizszym rysunku.
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Symbolicznie zapisujemy go nastepujgco: (a; +00).

Przyktad 5

Zbior liczb zdefiniowany za pomocg nierownosci: > —1 to przedziat (—1; +00).

Jego ilustracja na osi liczbowej przedstawiona jest na rysunku ponize;.
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Zbior liczb wiekszych od a lub rownych liczbie a, czyli spelniajgcych nieréwnosc:

T > a, oznaczamy na osi jak na rysunku ponize;j.

Symbolicznie przedziat taki zapisujemy nastepujaco: (a; +00).

Przyktad 6

Zbior liczb zdefiniowany za pomocg nierownos$ci: > 2 jest przedziatem (2; 4+00),

a na osi liczbowej przedstawiamy go tak jak na rysunku ponize;.
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Zbior liczb mniejszych od liczby a, czyli zbior liczb rzeczywistych spetniajgcych

nieroOwnosc¢:

x < a,oznaczamy (—oo; a) i przedstawiamy na osi liczbowej nastepujaco:
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Przyktad 7

Zbior liczb zdefiniowany za pomoca nierownosci: < 3 jest przedziatem (—oo; 3),

a na osi liczbowej przedstawiamy go tak jak na rysunku ponize;.
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Wreszcie, zbior liczb mniejszych lub rownych liczbie a, czyli spetiajacych
nierownos¢: ¢ < a, ilustrujemy na osi nastepujaco:
! -
a X

Przyktad 8

Zbior liczb zdefiniowany za pomoca nierownoséci: < 6 to przedziat (—oo; 6),

ktorego ilustracja na osi liczbowej przedstawiona jest na rysunku ponizej.




Stownik

os liczbowa

prosta, na ktorej ustalono zwrot, obrano punkt zerowy oraz ustalono odcinek

jednostkowy



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng zawierajaca przyktady, na podstawie ktérych
rozwigzesz polecenia 2, 3, i 4.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D1703gKMp

Polecenie 2

Zanacz na osi liczbowej wszystkie liczby rzeczywiste x, ktére spetniajg nierdwnosc
z < 6orazx > —3.

Polecenie 3

Zobrazowany na rysunku ponizej przedziat zapisz za pomoca podwadjnej nieréwnosci.
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https://zpe.gov.pl/a/D17O3qKMp

Polecenie 4
Zaznacz na osi liczbowej zbioér tych liczb rzeczywistych x, ktére nalezg jednoczesnie do
przedziatéw (—1,1) oraz (—4;0).



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Przedziat (—1, 21) jest przedziatem:

otwartym

domknietym

ograniczonym

O 0o 0O O

do ktérego nalezy (—1)




Cwiczenie 2 @)

Liczba () 2 nalezy do przedziatu:
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Cwiczenie 3 C

Jedng z liczb nalezacych jednoczes$nie do przedziatéw (—2; v/ 13) oraz (\3/ 10; 11) jest

liczba:

o O O O



Cwiczenie 4 Q@

Zatézmy, ze a jest liczbg catkowita dodatnia. Wiadomo, ze liczba 1% nalezy do przedziatu

(1% %)

Wtedy a = ‘

Cwiczenie 5 O

Liczb catkowitych w przedziale <—87; %)

jest doktfadnie: H H

Cwiczenie 6 O

Wszystkie nastepujace liczby: —2, (315), 35—107, 40% oraz —%3 naleza do przedziatu:

O (_376)
1447 792
O (5> 10
11577 198
Q <_ 5000 * 31

O (_277)



Cwiczenie 7 @

Do przedziatu (a, b) naleza miedzy innymi liczby: V2, —2"1 oraz  + 4. Wynika stad, ze:

O a+b>0
(O b>a+6
() a=2b
() ab=0
Cwiczenie 8 C)

Liczba z spetnia podwdjng nieréwnosé¢ —11 < x < 25, ale nie nalezy do przedziatu

(—%, % > Woynika stad, ze liczba x jest w przedziale:

(—11, 4+00)

(—12,5)

o o 0O O



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przedzialy liczbowe

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia — wymagania ogolne:

I. Sprawnos¢ rachunkowa. Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze
przy uzyciu kalkulatora, stosowanie praw dzialan matematycznych przy
przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci
przy rozwigzywaniu problemow w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie,
zarOwno matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow,

diagramow, tabel.
III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie

poje¢ matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu

problemow praktycznych i teoretycznych.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:



I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

6) postuguje si¢ pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi

liczbowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji.

Cele operacyjne:

Uczen:

e postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego,

e okresla rozne przedzialy: przedziat otwarty, domkniety, ograniczony

i nieograniczony,
e zaznacza przedziaty na osiliczbowe;j,
e odczytuje i zapisuje symbolicznie przedziat zaznaczony na osi liczbowe;j,
e okresla za pomocg przedziatow zbiory opisane nierOwnosciami,

o weryfikuje, czy dana liczba nalezy do okreSlonego przedziatu.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwrodcona klasa;

e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna/tablica, pisak/kreda.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem zawartym w sekcji Przeczytaji z prezentacja

multimedialng.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji tj. ,,Przedziaty
liczbowe”, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu. Przypomina podstawowe
pojecia zwigzane z tematem lekcji i nastepnie przechodzi do weryfikacji wiedzy

uczniow.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego

sie uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?



Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

2. W dalszej czeSci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7 i 8 po wykonaniu

kazdego z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

7

sie’.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwini¢cie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/lem si¢ jak...”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowujg FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujgce

przyklad i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Przedziaty liczbowe”).

Materialy pomocnicze:

e Przedzialy liczbowe. Przedziaty jako zbiory

Wskazowki metodyczne:
Prezentacja multimedialna moze by¢ wykorzystana w tematach zwigzanych

z rozwigzywaniem nierOwnosci.
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