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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Dwusieczna kata jest jednym z podstawowych obiektow w geometrii ptaskiej. Konstrukcja
dwusiecznejza pomoca cyrkla i linijki nalezy, obok konstrukcji prostej prostopadlej, proste;j
rownolegleji symetralnej odcinka, do elementarnych konstrukeji geometrycznych.
Konstrukcja ta prowadzi do podziatu kata na dwa rowne katy. Mozna wiec powiedziec, ze
dwusieczna kata pelni analogiczng role, jak symetralna odcinka - dzieli obiekt na dwa,

w pewnym sensie rowne, obiekty.

Twoje cele

Okreslisz pojecie dwusiecznejkata.

Skonstruujesz dwusieczng kata wypuktego i dwusieczng kata wklestego.
Sformutujesz wlasnos¢ dwusiecznej kata wypuktego.

Wykorzystasz dwusieczng kata do rozwigzywania problemow geometrycznych.




Przeczytaj

Dwusieczna kata

Dwusieczng kata mozna zdefiniowac jako prostg. Taka definicja funkcjonuje na przykiad

w programie GeoGebra. Jednak w wigkszo$ci podrecznikéw dwusieczng kata definiuje sie
jako potprosta. Tak postgpimy tez w tym opracowaniu. Konsekwencja przyjetej definicji sg
niekiedy nieco inne wtasnosci dwusieczne;j.

Definicja: dwusieczna kata

Dwusieczng kgta nazywamy potprosta, ktorej poczatkiem jest wierzchotek tego kata,
i ktora dzieli ten kat na dwa réwne katy.
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Konstrukcja dwusiecznej kata

Konstrukcja dwusiecznej kata potpetnego

Konstrukcja dwusiecznej kata potpeinego sprowadza si¢ do konstrukciji prostej
prostopadlej do prostej zawierajacej ramiona tego kata i przechodzacej przez wierzchotek
kata.

Kolejne etapy tej konstrukciji s nastepujace:

e rysujemy tuki okregu o $rodku A i dowolnym promieniu r > 0 tak, zeby przeciety
prostg zawierajacg ramiona kata w punktach K'i L,



 rysujemy tuki okregow o srodkach K'i L i tym samym promieniu r; > r tak, zeby
przeciety sie w punkcie M nalezgcym do kata ¢,
 rysujemy potprostg AM. Jest to dwusieczna d, kata a.

Uzasadnienie poprawnosci konstrukciji.

Trojkaty AK M i ALM majg wspélny bok AM, boki AK i AM sg tej samej dlugosci r i boki
KM i LM satejsamej dtugosci r1. Zatem s3 to trojkaty przystajace (cecha bbb przystawania
trojkatow). Stad wynika rownos¢ katow K AM i LAM, a to oznacza, ze potprosta AM jest
dwusieczng kata a.

Konstrukcja dwusiecznej kata wypuktego i mniejszego od kata pétpetnego



Kolejne etapy tej konstrukciji s nastepujace:

« rysujemy tuk okregu o srodku A i dowolnym promieniu r > 0 tak, zeby przeciagt
ramiona kata w punktach K'i L,

 rysujemy tuki okregow o srodkach K'i L i tym samym promieniu r tak, zeby przeciety
sie w punkcie M réznym od punktu A (mozemy tez narysowac tuki okregéw
o srodkach K'i L jakimkolwiek, ale tym samym, promieniu r; > % |K L)),

« rysujemy potprostg AM. Jest to dwusieczna d, kata a.

Poprawnos¢ tej konstrukcji wynika, podobnie jak poprawnos¢ konstrukcji dwusiecznejkata
pOlpelnego, z przystawania trojkatow AK M i ALM. Tréjkaty te majg wspolny bok AM,
boki AK i AM sa tejsamejdtugosci r i boki KM i LM sa tej samej dtugosci r lub r1. Sa to
wiec, na mocy cechy bbb, tréjkaty przystajace. Stad wynika rownos¢ katow KAM i LAM,

a to oznacza, ze potprosta AM jest dwusieczng kata a.

Konstrukcja dwusiecznej kata wklestego



Kolejne etapy tej konstrukciji sg takie same jak konstrukcji dwusiecznejkata wypuklego.
Jedyna roznica jest taka, ze promien r; okregoéw o srodkach K'i L musi by¢ wiekszy od 7,
o ile chcemy, zeby punkt M przecig¢cia tukow byl punktem kata a.

Dwusieczna kata jest odpowiednikiem symetralnej odcinka. Podobnie tez jak symetralna
odcinka ma ciekawg wlasno$¢ geometryczna. Zanim przejdziemy do tej wiasnosci,
przypomnijmy, co to jest odlegtos¢ punktu od figury. W przypadku, gdy tg figurg jest punkt,
to odlegtos¢ punktu od punktu jest po prostu dltugoscig odcinka, ktorego koncami sg te
punkty. W przypadku, gdy figura jest prosta — odlegtoScia punktu od tej prostej nazywamy
dlugos¢ najkrotszego z odcinkow, ktorego jednym koncem jest ten punkt, a drugim - punkt
lezacy na tej prostej. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze odlegtos¢ punktu A od prostej k jest
dtugoscig odcinka AB prostopadiego do prostej k, ktorego koniec B lezy na prostej k.
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Rzeczywiscie, biorgc jakikolwiek punkt B’ lezacy na prostej k, réozny od punktu B,
otrzymujemy trojkat prostokatny ABB’ o kacie prostym przy wierzchotku B.
Przeciwprostokatna AB’ jest oczywiscie dluzsza od przyprostokatnej AB. Ogolnie, jezeli
punkt lezy na zewnatrz figury i nie lezy na brzegu tej figury, to odleglo$¢ tego punktu od
figury jest rowna dlugosci najkrotszego odcinka taczacego ten punkt z punktem lezagcym na
brzegu figury; jezeli natomiast punkt lezy wewnatrz figury lub na jej brzegu, to odlegtos¢
tego punktu od figury jest rowna 0.

Twierdzenie: wtasnos$¢ punktu lezacego na dwusiecznej kata wypuktego

Jezeli punkt lezy na dwusiecznejkata wypuklego, to jest on rowno oddalony od ramion
tego kata. Teza, przy oznaczeniach jak na ponizszym rysunku, oznacza rownos¢
|PK| = |PL|.

Dowodd

Trojkaty AK P i ALP sa prostokatne. Katy ostre K AP i LAP tych trojkatow sa rowne,
gdyz polprosta AP jest dwusieczna kata a.. Zatem z twierdzenia o sumie katow
wewnetrznych trojkata wynika, ze katy ostre APK i APL tych trojkatow takze sa rowne.
Odcinek AP jest wspolng przeciwprostokatna tych tréojkatéw. Zatem te tréjkaty sa
przystajace (cecha kbk przystawania trojkgtow). Stad wynika, ze |PK| = | PL|. To koficzy
dowod.

Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia o wtasnosci punktu lezagcego na dwusiecznej kata
wypuktego

Jezeli punkt lezy wewnatrz kata wypuklego i jest rowno oddalony od ramion tego kata, to
punkt ten lezy na dwusiecznej tego kata.




Dowad

Zatozmy, ze punkt P lezy wewnatrz kata wypuklego a i jest rowno oddalony od ramion
tego kata, a wiec zachodzi rownoé¢ |PK| = |PL|, gdzie punkt K lezy na jednym
ramieniu kata a i odcinek K P jest prostopadly do tego ramienia, a punkt L lezy na
drugim ramieniu kata v i odcinek LP jest prostopadly do tego ramienia. Woéwczas
trojkaty AK P i ALP sa prostokatne i majg wspolna przeciwprostokatng AP. Wobec tego
z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla kazdego z tych trojkatow wynika, ze

AK]| = £/|AP — |K P[> oraz | AL| = /| AP — |LP]. Stad i 7 réwnosci |[K P| = |LP|
wynika, ze |AK| = |AL|. Wykazali$émy wiec, ze trojkaty AK P i ALP sa przystajace
(cecha bbb przystawania trojkatéw). To oznacza, ze katy ostre KAP i LAP tych
trojkatow sa réwne. To z kolei znaczy, ze potprosta AP jest dwusieczng kata a, czyli

punkt P lezy na dwusiecznejkata a. To konczy dowod.

Wazne!
Powyzsze dwa twierdzenia czesto zapisujemy w postaci rOownowaznosci:

Dwusieczna kata wypuklego jest zbiorem wszystkich punktow tego kata, ktore sa
rowno oddalone od jego ramion.

Przesledzmy teraz kilka przyktadow, ktore przybliza nam wprowadzone pojecie
dwusiecznejkata oraz wskazg, jak mozna wykorzysta¢ dwusieczng kata do rozwigzywania

zadan.

Przyktad 1



Rozstrzygnij, czy w ostatnim podanym twierdzeniu mozna poming¢ zatozenie o tym, ze
punkt jest punktem kata, a wiec rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie:

Dwusieczna kata wypuktego jest zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny, ktore sg
rowno oddalone od jego ramion.

Kazdy punkt lezacy na dwusiecznej kata jest rowno oddalony od jego ramion.
Prawdziwosc¢ tego zdania udowodniliSmy wczesniej, a w dowodzie zakladalismy, ze
punkt lezy wewnatrz kata wypuktego. Musimy wiec rozstrzygna¢, czy sa punkty lezace
na zewnatrz kata, ktore sa rowno oddalone od jego ramion. Bez trudu zauwazamy, ze
kazdy punkt P lezacy na prostejzawierajgcej dwusieczna kata jest rowno oddalony od
ramion tego kata. Odlegloé¢ od kazdego z ramion jest wtedy rowna | PA|, jak na rysunku.

Czy sa w takim razie jeszcze inne punkty lezace na zewnatrz kata rowno oddalone od
jego ramion, ktore nie lezg na prostej zawierajgcej dwusieczng tego kata? Ponizszy
rysunek pokazuje, ze odpowiedz na to pytanie jest twierdzaca.
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Zaznaczony na tym rysunku punkt @ lezy w tej samej odlegtosci od kazdego z ramion

kata. Odleglosc¢ tego punktu od obu ramion kata jest rowna |QA|.

Kolejny rysunek przekonuje nas jednak, ze nie kazdy punkt lezgcy na zewnatrz kata lezy

w tej samej odlegtosci od jego ramion.
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Odlegtosci zaznaczonego na tym rysunku punktu R od ramion kgta sg rowne |RK | i
|RL|. Oczywiscie |RK| < |RL|. Czy potrafitbys teraz zaznaczy¢ wszystkie punkty
ptaszczyzny rowno oddalone od ramion tego kata wypuklego? Jesli to zrobite$ i chcesz
sprawdzi¢, czy Twoje rozwigzanie jest poprawne, odkryj rysunek.

Zobacz rysunek

Przyktad 2

Wykaz, ze jesli dwusieczna kata trojkata jest jednoczesnie srodkowa tego trojkata, to ten
trojkat jest rownoramienny.
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Zalozmy, ze odcinek AD jest dwusieczng kata BAC trojkata ABC'i jednoczesnie jest
srodkowg trojkata ABC'. Zatem <BAD = <CAD = a oraz |BD| = |CD|. Z wlasnosci
srodkowejwynika, ze trojkaty ABD i AC'D maja réwne pola. Mozemy wiec zapisac
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rowno$¢ 3 |AB| - |AD| - sina = 4|AC| - |AD]| - sin a, z ktorej otrzymujemy rownosé
|AB| = |AC|. To oznacza, ze trojkat ABC jest rownoramienny, co koniczy dowod.

Przyktad 3

Skonstruuj kat o mierze 22°30’.

Krok 1

Skonstruujmy najpierw kat prosty. Wystarczy w tym celu skonstruowac¢ dwie proste
prostopadte.

Krok 2

Krok 3

Z ostatniego przyktadu wynika, ze jesli mamy dany kat o, to mozemy ten kat podzieli¢ na
dwa rowne katy; otrzymang potowke kata znowu mozemy podzieli¢ na dwa rowne katy i tak
dalej. Mozemy wiec skonstruowac katy o miarach %a, ia; ogolnie kat o mierze 2%04, gdzie
n oznacza dodatnig liczbe catkowita. Pojawia si¢ zatem tutaj pytanie, czy mozemy podzieli¢
kat na trzy rowne katy. Podzial kata na trzy rowne katy nazywa sie trysekcja kata (podziat
kata na dwa rowne katy nazywamy tez bisekcjg kata). Trysekcja dowolnego kata jest jednych
z trzech wielkich problemow geometrycznych postawionych jeszcze przez starozytnych
Grekow. Dwa pozostate problemy to kwadratura kota i podwojenie szeScianu. Postawienie
tych trzech problemoéw przypisuje sie Platonowi. Dopiero w XIX wieku Gauss wykazal, ze
w przypadku ogélnym trysekcji kata nie da si¢ wykonac jedynie za pomocg cyrkla i linijki
(bez podziatki). Pozostale dwa problemy tez majg negatywne rozwigzanie.

Stownik


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

dwusieczna kata tréjkata

odcinek, ktory jest cze$cig wspolna trojkata i dwusiecznejkata wewnetrznego tego
trojkata

trysekcja kata

podziat kata na trzy rowne katy

kwadratura kota

konstrukcja kwadratu o polu rownym polu danego kota
podwojenie szescianu

konstrukcja odcinka bedgcego krawedzig szeScianu o objetosci dwukrotnie wiekszejod
objetosci danego szescianu



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong w aplecie konstrukcja tréjkata o danym kacie, dwusiecznej tego
kata i wysokosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyekLKa4L

Polecenie 2

Otworz aplet Konstrukcja tréjkata o danym kacie, dwusiecznej tego kata i wysokosci i wybierz
opcje ,h. = |CE|". Przesledz te konstrukcje krok po kroku. Sprébuj samodzielnie uzasadnic jej
poprawnos$¢. Zmieniajac dtugosc¢ danych odcinkéw lub wielkos¢ danego kata, rozstrzygnij,
kiedy konstrukcja ma rozwigzanie, a wiec przy jakich danych tréjkat ABC istnieje, oraz czy
konstrukcja moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiagzanie.

Polecenie 3

Otworz aplet ,Konstrukcja tréjkata o danym kacie, dwusiecznej tego kata i wysokosci”
i wybierz opcje ,h, = |AF|". Przesledz te konstrukcje krok po kroku. Sprobuj samodzielnie
uzasadnic¢ jej poprawnos¢. Zmieniajgc dtugo$¢ danych odcinkéw lub wielkos¢ danego kata,
rozstrzygnij, kiedy konstrukcja ma rozwiazanie, a wiec przy jakich danych tréjkat ABC

istnieje, oraz czy konstrukcja moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie.


https://zpe.gov.pl/a/DyekLKa4L

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Potprosta AC jest dwusieczng kata BAD, a pétprosta AD
jest dwusieczng kata BAE. Wynika stad, ze

() |«CAE|=2-|<BAC|.
() |<CAE|=4-|<BAC|.
() |<«CAE| = |<BAC|.
() |<«CAE|=3-|<«BAC)|.
Cwiczenie 2 o

Wpisz prawidtowa odpowiedz. W trojkacie ABC dane sg |[<<BAC| = 42°, |<ABC| = 56".
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D.

Whynika stad, ze miara kata ADC jest rowna




Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Dwusieczna jednego z katéw tréjkata ABC dzieli ten tréjkat
na dwa trojkaty ABD i AC D takie, trojkat ACD jest podobny do tréjkata ABC'. Wynika
stad, ze

() jeden tréjkatow ABD lub ACD jest rozwartokatny.
() taki tréjkat ABC nie istnigje.
(O tréjkat ABC jest ostrokatny.

() tréjkat ABD jest réwnoramienny.

Cwiczenie 4

Réznica katow ACB i C AB trojkata ABC jest rowna 50°. Dwusieczna kata BAC przecina
bok BC' w punkcie D, a katy ADB i ADC réznia sie 0 40°. Wskaz wszystkie zdania
prawdziwe.

0 Jeden z katéw tréjkata ABC ma miare réwna $redniej arytmetycznej miar dwoch
pozostatych katow tego trojkata.

(] Tréjkat ABC jest prostokatny.
(] Najmniejszy kat tréjkata ABC ma miare rowng 40°.

(] Jeden z katéw trojkata ABC jest 0 10° wiekszy od drugiego kata tego tréjkata.



Cwiczenie 5

Podstawa AB trapezu ABC'D ma dtugo$¢ 12. Dwusieczne katéw przy podstawie C'D tego
trapezu przecinaja sie w punkcie P, ktory lezy na podstawie AB oraz | PC| = |PD|. Wskaz
wszystkie zdania prawdziwe.

[J [AD|> |BC|
[J |AC| =6v3
[J [CDI=6

() [AD[+[BC| = |AB]|

Cwiczenie 6
Wykaz, ze dwusieczne katéw przylegtych sg prostopadte.
Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jezeli dwusieczne katow ABC' i BAC tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie P, to
kat APB jest rozwarty.

Cwiczenie 8 @

Skonstruuj tréjkat ABC, majac nastepujace dane: odcinek o dtugosci ¢ = | AB|, odcinek
o dtugosci d, = |AD)|, gdzie D to punkt przeciecia dwusiecznej kata BAC' z bokiem BC oraz
kat 8 = |[<ABC|.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Henryk Dabrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Dwusieczna kata

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kacie miedzy styczng a cieciwg;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresli pojecie dwusiecznejkata;

» skonstruuje dwusieczng kata wypuktego i dwusieczng kata wklestego;

» sformutuje wlasno$¢ dwusiecznejkata wypuktego;

» wykorzysta dwusieczng kata do rozwigzywania probleméw geometrycznych,
w szczegolnosci zadan konstrukeyjnych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
e odwrocona klasa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Dwusieczna kata”, wskazuje cele zaje¢ oraz
ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 2 grupach, metodg tekstu przewodniego - wykorzystujac
odpowiednie tresci z sekcji ,Przeczytaj” . Celem 1 grupy jest poznanie konstrukcji
dwusiecznejkata, a grupy 2 - konstrukcji dwusiecznej kata wklestego. Wszyscy
uczniowie spotykaja sie przy ,,okragltym stole” Zadaniem przedstawicieli grup jest
przekazanie zdobytej wiedzy pozostalym uczniom.

2. Uczniowie w parach analizuja Aplet i rozwigzuja polecenia z nim zwigzane. Ewentualne
watpliwosci wyjasnia nauczyciel.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwiazywania zadania.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Dwusieczna kata” i inicjuje krotkg
rozmowe na temat kryteriow sukcesu - czego si¢ uczniowie nauczyli? Na koniec prosi
chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

» Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne 11 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wskazowki metodyczne:

e Dwusieczna kata
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna wykorzystac jako prace domowg dla uczniow, aby mogli utrwali¢ sposob
konstrukgcji trojkata o danym kacie, dwusiecznej tego kata i wysokosci.


https://epodreczniki.pl/a/dwusieczna-kata/Dh3kDJrM6

