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W jaki sposob - za pomocg komputera - mozna obliczy¢ pole powierzchni pod wykresem
funkciji? Jak oblicza si¢ pole dowolnej figury bez stosowania odpowiednich wzorow? Ktore
metody numeryczne mogg przyblizy¢ nas do celu? W tym e-materiale postaramy si¢
odpowiedzie¢ na te pytania.

Jesli juz wiesz, w jaki sposob obliczy¢ pole powierzchni ograniczonej wykresem funkcji oraz
osig OX i chcesz zapoznac si¢ z implementacjami w wybranych jezykach programowania,
przejdz do pozostatych e-materiatow:

e Obliczanie przyblizonejwielkosSci pola obszarow zamknietych w jezyku C++,
e Obliczanie przyblizonejwielkosSci pola obszaréw zamknietych w jezyku Java,
e Obliczanie przyblizonejwielkosSci pola obszaréw zamknietych w jezyku Python.

Wiecej zadan? Przejdz do e-materialu Obliczanie przyblizonej wielkosci pola obszarow
zamknietych - zadania maturalne.
Twoje cele

» Wyjasnisz, jak oszacowac pole pod wykresem dowolnej funkcii.
o Scharakteryzujesz metody numeryczne pozwalajace na przyblizenie wartoSci pola
pod wykresem funkcii.

e Przeanalizujesz roznice mi¢dzy metoda prostokatow a metoda trapezow.
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Przeczytaj

Pole powierzchni pod wykresem funkcji

Pole powierzchni pod wykresem funkcji oznacza powierzchnie obszaru ograniczonego
przez funkcje f (x), 0§ X oraz zadany przedziat (a, b). W kontekscie funkcji o wartosciach
ujemnych okreslenie to traci jednak sens. Poprawne jest uzywanie sformutowania ,,pole
ograniczone wykresem funkcji oraz osig X”. W zaleznosci od potrzeb oraz interpretacij

w przypadku pola, ktore znajduje sie pod osig X, mozemy traktowac je jako pole
zorientowane ujemnie lub dodatnio.

Chcac obliczy¢ pole powierzchni figury geometrycznej utworzonej przez funkcje,
potraktujemy je jako pole zorientowane dodatnio.

Y

Y, x
+

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Istnieja metody matematyczne, ktore pozwalajg obliczy¢ pole ograniczone wykresem
funkciji oraz osia X w danym przedziale. Wymagaja one jednak zaangazowania aparatu
matematycznego. W wielu przypadkach niepotrzebna jest doktadna wielkos¢ pola.
Woéwczas mozemy nie korzystac z aparatu matematycznego, ale postuzy¢ si¢ metodami
numerycznymi, ktore pozwalajg z duzg doktadnoscig oszacowac pole takiej powierzchni.

Pole powierzchni figury to ptaszczyzna, na ktorej znajduje sie dana figura. Pokrywamy ja
siatkg przylegajacych kwadratoéw o zadanej dtugosci boku. Prostokat o bokach 1 metr na 2
metry ma pole 2 metrow kwadratowych, co oznacza, ze figure mozna wypetni¢ dwoma
kwadratami o boku 1 metra lub 20000 kwadratami o boku 1 centrymetra.

Wazne!



Pole powierzchni kazdej figury, ktorej obszar ograniczony jest przez rOwnania
matematyczne, mozemy obliczy¢ za pomoca metod numerycznych. Nie zawsze jednak
jest to proste i czesto wymaga rozbicia figury na kilka mniejszych elementéw. Co wiecej,
operacja ta, zwtaszcza przy figurach skladajgcych sie z tukoéw, moze nie by¢ doktadna.
Przyktad 1

Prostokat o wymiarach 2 na 1 mozemy opisac¢ nastepujaco:

fl(LE)Zl
a=20
b=2,

gdzie a oznacza poczatek zakresu, natomiast b koniec zakresu. Ograniczamy sie osia X.

Nastepnie obliczamy pole prostokata jako sume pol dwoch kwadratow.

Y4 :
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Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Pole omawianego w przyktadzie prostokata to 2;j%. Mozemy je rowniez obliczy¢ jak na
lekcjach matematyki, czyli mnozgc dtugos¢ boku prostokata przez jego wysokos$c.
Otrzymamy w ten sposob identyczny wynik.

Pomyst, ze mozna podzieli¢ duzg figure na mniejsze figury, postuzyt do opracowania
metody numerycznego obliczania pola powierzchni pod wykresem funkcji - metody
prostokatow i trapezow.

Stownik
metoda prostokatéow
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metoda szacowania wartosci pola powierzchni pod wykresem funkcji za pomocg sumy
pol prostokatow, bedacych przyblizeniem obszaru ograniczonego wykresem funkciji i osig
X

metoda trapezéw

metoda szacowania wartosci pola powierzchni pod wykresem funkciji za pomocg sumy
pol trapezow, bedgcych przyblizeniem obszaru ograniczonego wykresem funkciji i osig X



Symulacja interaktywna




Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja, a nastepnie wykonaj ¢wiczenia.

Dana jest funkcja kwadratowa
f(z) = 322+ 1.

Obliczymy pole powierzchni ograniczonej
funkcja f(x) w przedziale (0, 3).



Analizowany obszar zostat zaznaczony
zielonym kolorem.

Szacowanie wartosci pola pod wykresem
funkcji - metoda prostokatéow

Metoda ta wykorzystuje pola powierzchni
prostokatéw. Zaczynamy od podzielenia
przedziatu na réwne czesci. Liczba czesci jest
dowolna, ale im jest ich wiecej, tym



doktadniejszy bedzie szacunek wartosci.
W omawianym przyktadzie podzielimy figure
na 6 czesci.

Jezeli podzieliliby$my ten przedziatna 10
rownych czesci, pierwszy z przedziatow
zaczynatby siew ¢ = 0, a konczytw z = 0,5
, drugi zaczynatby siew x = 0, 5, a konczytw
r = 1itd.

W metodzie prostokatéw pole kazdego @
z wydzielonych podobszaréw przyblizamy

przez potraktowanie go jako prostokata.

Istniejg rézne sposoby wyznaczania

prostokatow. Przyjrzyjmy sie niektérym z nich.

©

Szacowanie z lewej strony, jest to szacowanie
z niedoborem.



Szacowanie z prawej strony, jest to
szacowanie z nadmiarem.

Szacowanie z punktem srodkowym.



Jak obliczy¢ pole prostokatow? U

Aby obliczy¢ pole kazdego z prostokatow,
potrzebujemy dtugosci dwéch bokow.

Pierwsza z dtugosci jest dtugos¢ podstawy
prostokata (taka sama dla kazdego).
Otrzymujemy ja, dzielgc dtugosé catego
przedziatu przez liczbe prostokatéw. Zapiszmy
to w formie wzoru:

Gdzie:
a - poczatek przedziatu
b - koniec przedziatu

n - liczba prostokatéw

Drugg wartoscig jest dtugos¢ wysokosci
kazdego z prostokatow. Jak juz wiemy, istnieje
kilka réznych sposobéw na jej zdefiniowanie
w metodzie prostokatow. Wysokos$¢ ta moze
by¢ rowna wartosci funkcji w lewej granicy
przedziatu, w prawej granicy przedziatu lub
w jego srodku.

Zapiszmy to w formie wzoru. Niech h; oznacza
dtugos¢ wysokosci ¢-tego prostokata;
i€41,2,...,n}

Dla szacowania z lewej strony:
hi = [f(a+ (i —1)d)]

Dla szacowania z prawej strony:
hi = |f(a +id)|

Dla szacowania z punktem srodkowym:

b= |f(at - $)d)]



Mozemy wprowadzi¢ wzér na pole i-tego @
prostokata:

Pi=h;-d

@ A takze zapisac¢ ostateczny wzér na pole
powierzchni pod wykresem:

P:Z?:lpl

Po podstawieniu wczesniej wyprowadzonych
wielkosci:

Dla szacowania z lewej strony:

b— . b—
P=%7", 5% fla+(i—1)%2)
Dla szacowania z prawej strony:

b— . p—
P=3%, Ta'f(a‘HTa)

Dla szacowania z punktem srodkowym:

P=y7" 2% fla+ (i-5)=2)

Dodajac pola wszystkich prostokatow, @
otrzymamy przyblizong wartos$¢ pola obszaru

ograniczonego wykresem. W przypadku
omawianego przyktadu bedzie to:

Dla szacowania z lewej strony:
P =~ 6,4375

Dla szacowania z prawej strony:
P ~ 8,6875

Dla szacowania z punktem srodkowym:



P~ 7,46875

Rzeczywista wartosé pola powierzchni
obszaru ograniczonego wykresem funkcji
wyliczona doktadnie metodami
matematycznymi wynosi:

P=15

Poniewaz funkcja w catym przedziale,

w ktorym liczyliSmy pole pod wykresem, byta
rosnaca, metoda szacowania z lewej strony
zanizyta wynik, a metoda szacowania z prawej
strony go zawyzyta. W przypadku, gdyby
funkcja byta malejaca, bytoby na odwrét.
Najwieksza doktadnos¢ otrzymalismy

w przypadku metody z punktem $rodkowym.
Aby rzetelnie poréwna¢ omoéwione sposoby,
nalezatoby jednak zastosowac duzo wieksza
liczbe prostokatéow. W wiekszosci przypadkéw
wybér punktu srodkowego bedzie jednak
najlepszym rozwigzaniem w przypadku metody
prostokatow.

Sposobéw wyboru wysokosci prostokatéw

moze by¢ wiele, jednak oméwiliSmy najczesciej
stosowane z nich. Mozemy wyrdznic jeszcze
dwie ciekawe i przydatne metody:

Szacowanie z niedomiarem - wybieramy lewg
lub prawga krawedz w zaleznosci od tego, ktoéra
da mniejszy wynik:

hi = min(|f(a + (i — 1)d)|, | f(a + id)[)



Szacowanie z nadmiarem - wybieramy lewg
lub prawg krawedz w zaleznosci od tego, ktéra
da wiekszy wynik:

hi = maz(|f(a+ (i — 1)d)],|f(a +id)])

Metody te przydaja sie do analizy algorytmow.
Pozwalajg okresli¢ maksymalny lub minimalny
btad, ktéry mozna uzyskac, stosujac metode
prostokatéw.

Szacowanie wartosci pola pod wykresem
funkcji - metoda trapezow

Metoda trapezéw rézni sie tylko nieznacznie
od omoéwionych metod prostokatow.

Zaczynamy od ustalenia, na ile trapezéow
podzielimy pole powierzchni obszaru
ograniczonego wykresem. Im wiecej trapezow
zastosujemy, tym doktadniejszy wynik
otrzymamy. Jednoczesnie trzeba pamietaé, ze
tym samym zwiekszymy czas obliczen.

W metodzie prostokatéw wybierali$my, czy
prostokaty beda tak wysokie jak ich lewy lub
tez prawy bok. W tym przypadku lewy i prawy



bok trapezu koriczg sie tam, gdzie napotykaja
wykres funkcji.

Jak obliczy¢ pola trapezéw?

Obliczenie pola kazdego z trapezéw wymaga
znalezienia dtugosci wysokosci oraz dwoch
podstaw.

Wysokoscig bedzie w tym przypadku dtugosc

podprzedziatu, oznaczana wcze$niej symbolem
d. Podobnie jak w metodzie prostokatow
wartos¢ ta bedzie dla kazdego trapezu taka
sama.

__ b—a
d= n

Dtugosci podstaw 2-tego trapezu mogg zostac

wyrazone przez wartosc funkcji na kraricach
(1)
i

dtugosé lewej, a hz@ prawej podstawy.

danego podprzedziatu. Niech h;’ oznacza

Zgodnie z wczesniejszg numeracja
ie€{1,2,...,n}

rY = | f(a+ (i — 1)d)|

Y = |f(a+ id)

W tym momencie mozemy juz wyprowadzi¢ @
wzor na pole ¢-tego trapezu:



Przyblizenie pola powierzchni pod wykresem
funkcji jest sumg pdél wszystkich prostokatow:

P:Z?:lpi

W przypadku metody trapezéw bedzie to
zatem:

n (Flat(-1)2)+f(atis2)) o
P:Zizl 3

W przypadku omawianej w tym przyktadzie
funkcji oraz liczby trapezéw n = 6
oszacowanie pola wynosi:

P~ 17,5625

Doktadnos¢ tej metody jest w tym przypadku
wieksza niz metod prostokatow z lewej oraz
prawej strony, porownywalna z metoda
prostokatow z punktem srodkowym. Z reguty
jednak metoda ta powinna by¢ doktadniejsza
niz metody prostokatéw. Nalezy pamietaé
jednak, aby przy implementacji
wyprowadzonych wzoréw, przy kazdym
przetwarzanym trapezie zapisywac w pamieci
dtugos¢ jego prawej podstawy, poniewaz jest
ona réwniez dtugoscia lewej podstawy
nastepnego trapezu. W przeciwnym wypadku
ztozonos$¢ metody trapezow zwieksza sie
dwukrotnie.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.




Cwiczenie 1
Przygotuj krotkie charakterystyki poznanych metod obliczania pola powierzchni obszaru
ograniczonego wykresem funkcji. Wyjasnij, w jakich sytuacjach najlepiej sprawdzajg sie dane

metody.

Cwiczenie 2

Poznane w prezentacji wzory traktuja pole pod osig OX jako pole zorientowane ujemnie.
Przeksztat¢ je na wzory traktujace pole pod osig OX jako pole zorientowane dodatnio.

Cwiczenie 3

Na przedstawionej symulacji interaktywnej przeanalizuj zaprezentowane metody obliczania
przyblizonej wielkos$ci pola powierzchni obszaréw zamknietych. Poréwnaj - pod wzgledem
doktadnosci - obie metody.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi metod liczenia ukazanych

w symulacji.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @

Wskaz zdanie prawdziwe w przypadku funkcji linowej w przedziale (a, b), gdziea > 0i
b > 0.

() Im wiecej dokonamy podziatéw zakresu, tym wieksza ztozono$¢ pamieciowa.

O W przypadku funkcji liniowej w przedziale dodatnim metoda prostokatéw z punktem
srodkowym daje identyczny wynik, co metoda prostokatow.

() Metoda trapezéw zawsze jest doktadniejsza niz metoda prostokatow.

() Metoda trapezéw ma ztozono$¢ obliczeniowa wyzsza niz metoda prostokatow.

Cwiczenie 2 @
Dopasuj metody do odpowiednich ilustracji.

Metoda
Metoda Metoda ,
rostokatow rostokatow prostokatow —
P 2 . p . . . Metoda trapezéw szacowanie
szacowanie szacowanie z lewej
z prawej stron stron z punktem
’ J ! i srodkowym

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 3 O

Uzupetnij tekst.

Pole pod wykresem funkcji to termin Poprawnym okres$leniem jest pole ograniczone
wykresem funkcji orazi w zadanym W zaleznosci od potrzeb pole mozemy
traktowac jako zorientowanei jesli lezy nad lub pod osig OX. Istniejai

‘ dodatnio lub ujemnie ’ ‘ nieprecyzyjny ’ ‘ metody matematyczne ’ ‘ metody numeryczne

‘ osig OX ’ ‘ prostokatow lub trapezéow ’ ‘ przedziale ’ ‘ podziat ’




Cwiczenie 4 @

W metodzie trapezéw moze zdarzy¢ sie sytuacja ukazana na rysunku, na ktérym pokazany
zostat ¢-ty ,trapez”. Przyjmujac oznaczenia takie jak na rysunku, wskaz zdania prawdziwe.

0 Mozliwe jest obliczenie pdl obu tréjkatéw, a nastepnie potraktowanie jednego jako
pole zorientowane dodatnio, a drugiego jako pole zorientowane ujemnie.

Nie ma mozliwosci obliczenia pdl obu tréjkatéw osobno. Jesli chcemy interpretowac
(] pole jako zorientowane dodatnio lub ujemnie, musimy wybraé czy pole danej figury
bedzie zorientowane dodatnio, czy ujemnie.

Suma pél obu utworzonych tréjkatéw bedzie prawidtowa, jesli obliczymy ja wedtug

wzoru P; = (f(a)+f(2l7))'(b—a)

o

(] Konieczne jest przeszacowanie pola zaznaczonej figury.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 5 O

Dana jest dodatnia funkcja rosnaca. Chcemy obliczy¢ pole pod jej wykresem. Ktora
z wymienionych metod na pewno zanizy jego wartos¢?

() Metoda prostokatéw - szacowanie z prawej strony
() Metoda trapezéw
() Metoda prostokatéw - szacowanie z lewej strony

() Metoda prostokatéw - szacowanie z punktem $rodkowym

Cwiczenie 6 @
Oszacuj metoda prostokatow z szacowaniem lewostronnym pole powierzchni ograniczonej
wykresem funkcji f(x) = x? oraz osiag OX na przedziale od 0 do 2, wykorzystujac 4 prostokaty.
Do kazdego pola wpisz doktadny wynik w formie dziesietnej, czes¢ utamkowga oddzielajac od
czesci catkowitej znakiem przecinka.

Pole pierwszego prostokata:

P =

Pole drugiego prostokata:

Pola trzeciego prostokata:

Pole czwartego prostokata:

Pole catkowite:

P, +Py+ P+ P =




Cwiczenie 7 @
Oszacuj metoda trapezéw pole powierzchni ograniczonej wykresem funkcji f(x) = 22 oraz
osig OX na przedziale od 0 do 2, wykorzystujac 4 trapezy. Do kazdego pola wpisz doktadny

wynik w formie dziesietnej, cze$¢ utamkowa oddzielajac od czesci catkowitej znakiem przecinka.

Pole pierwszego trapezu:

P, =

Pole drugiego trapezu:

Pola trzeciego trapezu:

Pole czwartego trapezu:

P, =

Pole catkowite:

P1—|—P2+P3+P4:

Cwiczenie 8 O

Wiedzac, ze pole powierzchni ograniczone wykresem funkcji f(z) = x2 oraz osig OX

w przedziale od 0 do 2 wynosi doktadnie 22, ocer ktéra z metod lepiej poradzita sobie
Z oszacowaniem powierzchni obszaru.

() Metoda prostokatéw z szacowaniem lewostronnym.

() Metoda trapezow.



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Obliczanie przyblizonej wielkoSci pola obszaréw zamknietych
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) ilustruje i wyjasnia role pojec¢, obiektow i operacji matematycznych
w projektowaniu rozwigzan problemow informatycznych i z innych dziedzin,
postuguje si¢ pojeciem logarytmu;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan
nastepujacych problemow:

e) badania przecinania si¢ odcinkow, przynalezno$ci punktu do trojkata,

f) obliczanie przyblizonejwielkosSci pola obszaréw zamknietych;



Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Wyjasnisz, jak oszacowac pole pod wykresem dowolnej funkcii.

e Scharakteryzujesz metody numeryczne pozwalajace na przyblizenie warto$ci pola pod
wykresem funkcji.

e Przeanalizujesz roznice miedzy metoda prostokatow a metoda trapezow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Sniegowa kula;

» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»Obliczanie przyblizonejwielkosci pola obszaréow zamknietych” Nauczyciel prosi
uczniow o zapoznanie sie z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”



Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekciji i jej cele. Moze postuzyc¢
sie wySwietlong na tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniéw
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania ucznioéw do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce, prosi wybrang osobe
o przedstawienie najwazniejszych informaciji z sekciji ,Przeczytaj.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,,Symulacja
interaktywna”. Uczniowie analizuja tre$¢ prezentacji i wynotowuja najwazniejsze
informacije w niej zawarte. Nastepnie wykonujg Cwiczenie 1. W kolejnym kroku tgcza
sie w pary, porownuja swoje zapiski i opracowujg wspolng wersje. Nastepnie konsultuja
sie z inng parg i jesli zajdzie taka potrzeba, modyfikuja swoje notatki.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda
rozwigzywac ¢wiczenia nr 1-3 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to
samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W kolejnym etapie uczniowie dobierajg si¢ w pary i wykonuja ¢wiczenia nr 4-5 z sekciji
»Sprawdz sie”. Nastepnie konsultujg swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalaja
jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wySwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje oméwienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 6-9 z sekciji ,Sprawdz sie”
Wskazowki metodyczne:

e Uczniowie mogg wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,Symulacja interaktywna” do
przygotowania si¢ do lekcji powtorkowe;.



