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Obliczanie granic ciggoéw bedacych wynikiem dziatan

na ciaggach rozbieznych

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W materiale pokazemy, jak oblicza¢ granice ciggdw, gdy pojawia si¢ symbol nieoznaczony.
Szczegolnie zwrocimy uwage na przyktady, w ktorych wystepuje symbol co — oo.

Pokazemy takze zastosowania twierdzenie Stolza do obliczania granic ciggdéw, we wzorach
ktorych wystepuje sumy wyrazen.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ oblicza¢ granice ciggow, w ktorych wystepuja symbole nieoznaczone.
» Poznasz zastosowania twierdzenia Stolza.



Przeczytaj

Na lekcji pokazemy kilka przyktadow ciaggow, dla ktorych obliczanie granic powoduje
pojawienie symbolu nieoznaczonego.

Granicy wyrazen takich postaci nie mozna obliczy¢, majgc tylko informacje o granicach
ciggow, ktore skladaja si¢ na cate wyrazenie. Do wyznaczania granic takich ciggow
bedziemy stosowac przeksztalcenia wzorow ciggoéw z wykorzystaniem wzoroéw skroconego
mnozenia.

Wykorzystywac takze bedziemy ponizsze twierdzenie, ktore pozostawiamy bez dowodu.
Twierdzenie: o odwrotnosci ciggu rozbieznego do nieskonczonosci

Jezeli lim x, = +oolub lim z, = —oco,to lim = =0.
n——+o00 n—+o00 n—+oo Tn

Wazne!

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Jako przyklad mozemy podac cigg
T, = (—1)" - n.

Cigg (wi) jest zbiezny do 0, ale ciag (z,,) jest rozbiezny, lecz nie jest rozbiezny ani do
—oo ani do +oo.

Przyktad 1

Obliczymy granice ciggu z, = vn + 3 — /.
Rozwigzanie

Ciagi a, = v/n + 31ib, = 4/n sa ciggami rozbieznymi do +oco. Zatem przy obliczaniu
granicy mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym oo — 0o.

Przeksztalcimy wzor ciggu (z,,) rozszerzajgc utamek @
v/'n + 3 + 4/n. Dlaczego w ten sposob rozszerzamy?

przez wyrazenie

OczywiScie wartos¢ utamka si¢ nie zmieni, lecz w liczniku wykorzystamy wzor
skroconego mnozenia na roznice kwadratow do zapisania wyrazenia juz bez
pierwiastkow.
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— lim n+3—n _

= lim —2—.
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Poniewaz ciagi a, = v'n + 31 b, = /n s3 ciggami rozbieznymi do +oo, zatem ciag
an + by = V'n + 3 + /n jest rozbiezny do +oo.

Na podstawie twierdzenia ciag ¢, = ————— jest zbiezny do 0, a zatem

(\/n_+3+\/7_z)

lim (W—\/ﬁ) —0.

n—-+00o

Przyktad 2

Obliczymy granice ciaggu lim (\/ n? 4+ 3n — n)
n—00

Rozwigzanie

Ciagi a, = vVn? + 3nib,, = n s ciggami rozbieznymi do +oo. Zatem przy obliczaniu
granicy mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym oo — 0o.

vn24+3n—n Vn2+3n+n
1

Przeksztalcimy wzor ciagu rozszerzajac utamek rzez
Yy ag J3 p Vn24+3n+n

i wykorzystujgc wzor skroconego mnozenie na roznice kwadratow:

- 2
. (\/ n2+3nfn> (\/n2+3n+n) . <\/n2+3n> —n?
n—00 Vn2+3n+n n—oo  Vni+3n+n

— 1 n2+3n—n? — Lim 3n
n—oco Vn2+3n+n n—soo Vn2+3n+n'

Zauwazmy, ze zarowno licznik jak i mianownik zmierza do 400, czyli pojawia si¢ symbol
nieoznaczony .

1

Wobec tego rozszerzymy utamek przez wyrazenie --:

3 3 3

= 3.

lim i = lim =z
n—00 n( 1+%+1> n—00 1_,_%_,_1 1+1

Przyktad 3
Obliczymy granice: lim (\/3 nd+4n? — n)
Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednich przyktadach, przy obliczaniu granicy mamy do czynienia
z symbolem nieoznaczonym oo — oo. Zatem bedziemy przeksztalca¢ wzor ciggu do innej
postaci.



Wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na roznice szescianow:
(a — b)(a® + ab + b*) = a® — b*. Otrzymujemy wowczas:

(é/m—n) <(%/n3+4n2)2+%/n3+4n2-n+n2>
lim vn3+4n? —n = lim

3
n—00 n—00 (%/n3+4n2) +¥/n3+dn?-n+n?
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Poniewaz otrzymalismy symbol nieoznaczony -, zatem wytaczamy przed nawias

wyrazenie n? i je skracamy:

. 4 _ 4
lim =3

2
ﬁ
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Stad otrzymujemy odpowiedz:

lim (\3/n3+4n2 — n) = %.

n—00

Przyktad 4

1 1 1
iv: tvaevs T T Ve

Obliczymy granice: a,, =

Rozwigzanie

Sktadniki sumy zmierzajg do 0, ale liczba sktadnikow rosnie. W istocie mamy do
czynienia z symbolem nieoznaczonym 0 - co. Konieczne bedzie przeksztalcenie wzoru

ciggu.

Podobnie jak w poprzednich przykladach rozszerzymy utamki i skorzystamy ze wzoru
skroconego mnozenia:
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znli_%lo[(\/i—ﬁ) + (x/§—x/§) +.o 4 (\/E—M)].

Zauwazmy, ze v/ 2 z pierwszego nawiasu redukuje sie z v/2 z drugiego nawiasu, v/3
z drugiego nawiasu redukuje sie z v/3 z trzeciego nawiasu i tak dalej. Sume tego typu
czesto nazywamy: sumg teleskopowa. Pozostang tylko dwa wyrazenia: v/n oraz —/1.

Zatem

: 1 1 1 T 1)
m m e b e (V- 1) = oo

Stownik
symbole nieoznaczone

wyrazenie algebraiczne, ktore nie ma sensu liczbowego, bedagce umownym sposobem
zapisu przy obliczaniu granic ciggow, ktorych wprost nie mozemy obliczy¢; przy

. . . . , . ;e s . . . . . o0 0 00
obliczaniu granic ciggow najczesciej pojawiajg si¢ symbole: oo — oo, —~,0 - 00, 5,1



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z galerig zdje¢ interaktywnych. Zostato tam przedstawione twierdzenia
Stolza, ktére ma zastosowanie w przypadku pewnych ciggéw o wzorze zawierajacych sumy
elementow.

Polecenie 2

P+2%+. . 4n®

Udowodnij, ze lim :
n—00 n

N



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Uzupetnij luke, wstawiajac poprawng odpowiedz.

2] [ oo ] [4] 9]

Cwiczenie 2

Potacz w pary ciag i jego granice.

by = V202 + 6n — v/2n 2
by =Vn:—n—n 37‘/5
b, = V4n2 + 3 — 2n 0
b, =Vn2+4n—n 1

Cwiczenie 3
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Granica ciggu ¢, = n (\3/ nd3+n — n) jest:

O o0
O 0
O 3

O 1




Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie ciaggi o granicy 0.

d, = vVn2+100n —n
d, = vVn3+n? —n

d, = vn2+1000 —n

o o 0o 0O d

dy=vVn2+n—+vn2—n

() d,=+Vn34n—n

Cwiczenie 5

d, = v/n2 + 100 — v/n2 — 100

Wskaz granice ciagu e,, = %(\/Ii\/ﬁ + ﬁ}r\/ﬁ + ...
odpowiedz.
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). Zaznacz prawidtowa



Cwiczenie 6

Wskaz granice ciagu f,, = \3/n(n—i—1)2 — 1/ n(n—1)2. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.
O 3
O +o0

O 1

O 3

Cwiczenie 7

Potacz w pary ciag i jego granice. Mozesz wykorzystac¢ do szybkich obliczen twierdzenie
Stolza.

_ T+134.. .4 (6n+1) 6
9n = 142+. . .+ (n+7)
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_ 9413+...4(5n+4) 5
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Cwiczenie 8
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Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie granic ciagéw bedacych wynikiem dziatan na ciggach rozbieznych
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1. oblicza granice ciggdw, korzystajac z granic ciaggéw typu 1In, an oraz twierdzen
o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggoéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:
Cele operacyjne:

 oblicza granice ciggow, w ktorych wystepuja symbole nieoznaczone,
 stosuje twierdzenia Stolza od obliczania granic ciggow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Obliczanie granic ciggéw bedacych wynikiem
dziatan na ciggach rozbieznych” i celow lekcji. Okreslenie wigzacych dla uczniow
kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach metoda tekstu przewodniego analizujg tresci z sekciji ,Przeczytaj”
Po zapoznaniu si¢ z kazdym przyktadow zgtaszajg pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktoére omawiane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel wyjasnia materiat przedstawiony w ,Galerii zdje¢ interaktywnych”.
Nastepnie uczniowie na forum klasy rozwigzuja polecenia z nig zwigzane.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja wskazana przez nauczyciela ¢wiczenia
interaktywne w sekcji ,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Obliczanie granic ciggéw bedacych
wynikiem dziatan na ciggach rozbieznych” i inicjuje krotka rozmowe na temat
zrealizowanych celoéw (czego uczniowie si¢ nauczyli). Na koniec prosi chetnego ucznia
o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacje.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.



Materialy pomocnicze:
» Co to znaczy, ze cigg jest rozbiezny?
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Obliczanie granic ciaggéw bedacych
wynikiem dziatan na ciagach rozbieznych”.


https://epodreczniki.pl/b/co-to-znaczy-ze-ciag-jest-rozbiezny/PH3NriOwl

