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‘ Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wielomiany jednej zmiennej sg zapisywane za pomocg odpowiednich wyrazen
algebraicznych. W matematyce wyzszej tworza strukture zwang pierscieniem - majg wiele
wiasnosci analogicznych do odpowiednich wlasnosci liczb catkowitych (ktore rowniez
tworza strukture pierscienia) . Te pojecia wykraczajg poza program nauczania matematyki
w szkole. Analizujac kolejne lekcje warto jednak o tym pamietac i szukac¢ analogii miedzy
liczbami catkowitymi i wielomianami.

W zbiorze liczb catkowitych mamy zdefiniowane dwa podstawowe dzialania — dodawanie
i mnozenie. Maja one pewne wlasnosci. Dla mnozenia:

e przemienno$¢a-b=1">-a,
e lgcznost (a-b)-c=a-(b-c),
« istnienie elementu neutralnego, czyli jedynkia - 1 = a.

MnozZenie wielomianéw ma analogiczne wtasnosci. W tym materiale poznamy niektore
z nich.

Twoje cele

e Poznasz metody mnozenia wielomianoéw jednej zmienne;j.



e Pomnozysz wielomiany.
o Odkryjesz i zredagujesz wlasno$¢ opisujaca zwigzek miedzy stopniami dwoch
wybranych wielomianow i stopniem wielomianu uzyskanego jako ich iloczyn.



Przeczytaj

Definicja: lloczyn wielomianéw

Dane sg wielomiany F'(z) i G(z).
Iloczynem wielomianéw F(z) i G(z) nazywamy taki wielomian W (z), ze dla kazdej
liczby a € R spelniony jest warunek:

W(a) = F(a) - G(a)

lloczynem dowolnego wielomianu F(z) przez wielomian zerowy jest wielomian zerowy.
Przyktad 1

Pokazemy, jak wyznaczy¢ iloczyn wielomianu W (z) = 5x° + 42% — 2z + 9 przez
wielomian P(z) = 2z — 13z — 7.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DK9CfoGxf

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy iloczynu wielomianow.

Wiasnosé: Stopien iloczynu wielomianéw

e Jezeli W(x) i P(x) nie sg wielomianami zerowymi, to
deg(W(z) - P(z)) = deg(W (z)) + deg(P()).

o Jezeli W(z) lub P(x) jest wielomianem zerowym, to W (z) - P(x) jest wielomianem
ZErowym.

Przyktad 2
Dany jest wielomian 6smego stopnia F(z) = 22% — 32° + 72® + 5.

« Dlawielomianu siédmego stopnia G(z) = 5z — 322 + z + 4 iloczyn
F(z) - G(z) = 102" — 1522 4 2920 + 22% + 82® + 342" — 320+
—332° + 7o' + 282° — 152% + 5z + 20
bedzie wielomianem stopnia 15.

+ Dlawielomianu drugiego stopnia G(z) = —3z* + 2z + 4 iloczyn
F(z) - G(z) = —62 4 42° + 82® + 927 — 62° — 332° + 142*+
+28z° — 15z* + 10z + 20
bedzie wielomianem stopnia 10.

« Dla wielomianu zerowego G(x) iloczyn F(z) - G(z) bedzie wielomianem zerowym.
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W niektorych sytuacjach w obliczaniu iloczynu wielomianow mozna postuzy¢ si¢ wzorami
skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Obliczmy iloczyn (3x7 —2z° + 4) . (3a:7 — 25 + 4).
e Zauwazmy, ze mozemy go zapisac jako (3:1:7 —2z° + 4)2.

» Mozemy zatem zastosowac¢ wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy trzech
sktadnikow:
(a+b+c)® = a2+ b2 + ¢ + 2ab + 2bc + 2ca.

o Uzyskamy
9z + 4210 + 16 — 1222 — 1625 + 2427,

e Pouporzadkowaniu mamy
9zt — 1222 + 4210 4 2427 — 162° + 16.

Przyktad 4
Obliczmy iloczyn (37 — 2z° + 4) - (327 + 22° + 4).

» Po pogrupowaniu wewnatrz nawiasow mozemy go zapisa¢ w postaci
(32" +4) — 22°) - ((32" +4) + 22°).

» Daje to mozliwos¢ zastosowania wzoru skroconego mnozenia
(a —b)(a +b) = a® — b

o Uzyskamy
(327 +4)” — 4210 = 9z + 2427 + 16 — 42'° = 92 — 42'0 + 2427 + 16.

W kolejnym przykiadzie zaprezentujemy metode obliczenia iloczynu wielomianoéw
z pomoca tabelki. Jest przydatna zwlaszcza w sytuacji, gdy mnozone wielomiany zawierajg
wiecej sktadnikow.

Przyktad 5

Obliczmy iloczyn (2:1:4 — 3x% + 5z — 1) . (—3332 + 7T — 9).

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DK9CfoGxf

Film nawigzujacy do tresci dotyczacy iloczynu wielomianow.

Szukany iloczyn wynosi —6x® + 2325 — 39z* + 1223 + 38z — 52z + 9.


https://zpe.gov.pl/a/DK9CfoGxf

Stownik
iloczyn wielomianéw

dla wielomianow F'(z) i G(z) to wielomian W (z) taki, ze dla kazdejliczby a € R
spetniony jest warunek:

W(a) = F(a) - G(a)



Film samouczek

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady mnozenia wielomianéw zaprezentowane w filmie samouczku.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DKINXrOtZ

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejiloczynu wielomianow.

Polecenie 2
Oblicz wybrang metoda iloczyn wielomianéw

a) (3332—33—1—7)-(3332—1—:1:—1—7),

b) (z* — 5a? + 7z — 11) - (2% — 2z — 9).


https://zpe.gov.pl/a/DKINXrOtZ

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
| Cwiczenie 1
| Cwiczenie 2
| Cwiczenie 3
| Cwiczenie 4
| Cwiczenie 5
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7

Cwiczenie 8
Wykonaj mnozenie wypetniajac tabelke. Zapisz wielomian uzyskany jako iloczyn.

SprawdzZ poprawno$¢ swojej odpowiedzi.

Cwiczenie 9




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Iloczyn wielomianow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje metody mnozenia wielomianow jednej zmiennej;
« analizuje wlasnos¢ opisujgca zwigzek miedzy stopniami dwoch wybranych
wielomianow i stopniem wielomianu uzyskanego jako ich iloczyn.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pracaz ekspertem;
 liga zadaniaowa;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia temat oraz cele lekcji, a nastepnie wraz z uczniami okresla
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie ¢wiczen, ktore
przygotowali w domu (¢wiczenia oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie samodzielnie zapoznajg si¢ trescig materiatu w filmie samouczku, nastepnie
rozwiazuja ¢wiczenia znajdujgce si¢ w Poleceniu 2. Wyniki i ewentualne watpliwosci
omawiajg na forum klasy.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 1-8
w sekcji ,Sprawdz si¢” na czas. Grupa uczniow, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza tltumaczy na forum klasy ewentualne watpliwosci pozostatym uczniom.
Nauczyciel moze nagrodzi¢ wygranych uczniow ocenami za aktywnosc.

Faza podsumowujaca:

« Nauczyciel inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie
nauczyli? Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie lekcji i - jesli to potrzebne
- uzupetnia informacije.

Praca domowa:
» Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenie 9 z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:



e Mnozenie wielomianow
Wskazowki metodyczne:

 Film samouczek mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy
o wielomianach. Moze by¢ tez wykorzystany na zajeciach poswieconych
przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych.
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