Granice funkcji elementarnych w nieskonczonosci

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: maxpixels.net, domena publiczna.

Problem nieskonczonosci jako pierwszy naukowo ujat Arystoteles, rozrozniajac
nieskonczonos¢ potencjalng i nieskonczono$¢ aktualng. Symbol nieskonczonosci zostat
zaproponowany przez Johna Wallisa, angielskiego matematyka, kryptologa i teologa,

w traktacie z 1655 r. De sectionibus conicis. Prawdopodobnie zainspirowata go mata grecka
litera w, ktora byla metaforg konca i ostatecznosci.

W tym materiale wyznaczymy granice funkcji w nieskonczonosci.

Twoje cele

e Wyznaczysz granice funkcji elementarnych w nieskonczonosci.
» Utrwalisz umiejetno$¢ obliczania granic funkcji w nieskonczonosci.

o Wykorzystasz granice funkcji w nieskonczonosci do rozwiazania zadan.



Przeczytaj

W tym materiale, analizujgc wykresy wybranych funkciji elementarnych, okreslimy ich
granice w nieskonczonosci a nastepnie wykorzystamy poznane wiadomosci do obliczenia
granic innych funkciji.

Niech: f(z) = 2*",D; = Rin € N,.

Wykresy funkcji f(z) = 2", gdzie Dy = Rin € N, wygladaja nastepujaco:
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Widzimy, ze gdy:

1. argumenty x daza do plus nieskonczonosci, to wartosci funkciji tez dgza do plus
nieskonczonosci, co zapisujemy nastepujaco:

lim 22" = +o0,
r—r—+00

2. argumenty ¢ d3za do minus nieskonczonosci, to wartosci funkcji daza do plus
nieskonczonosci, co zapisujemy nastepujaco:

lim z?" = +oc0.
r——00

Analizowane funkcje sg parzyste, wiec

lim 22" = lim z* = +o0.
T—r—00 T——+00



Whniosek

Jezeli funkcja f jest postaci f(z) = 2%, gdziex € Rin € N, to
lim z** = lim z*" = +oo.
T—>—00 T—+00

Niech: f(z) = z*"™!, Dy = Rin € Ny.
Wykresy funkcji f(z) = z***!, D = Rin € N; wygladajg nastepujaco:
YA

fs
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Na podstawie wykreséw mozemy stwierdzi¢, ze dla kazdegon € N

lim 22! = —i lim z2"! = + 0.
T——00 T—+00

Analizowane funkcje sg nieparzyste, wiec

lim x2n+1 — — lim w2n+1
T——00 T——+00 ’
Whiosek
Jezeli funkcja f jest postaci f(z) = z?"*! gdziex € Rin € N, to lim z?"*! = —oc0i

T—r—00

lim z?"*! = 400.
T——+00

Niech: f(z) = a®*, Dy =Ria € Ry \ {1}

Wykres funkcji f(z) = a®, Dy = Rdlaa € (1, +00) wyglada nastepujgco:
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Widzimy, ze gdy:

1. argumenty x daza do plus nieskonczonosci, to wartosci funkcji tez daza do plus
nieskonczonosci, co zapisujemy nastepujaco

lim a”® = +o0,
r—-+00

2. argumenty x d3zg do minus nieskonczonosci, to wartosci funkciji zblizaja si¢ do osi X,
czyli daza do zera, co zapisujemy

lim a® =0.
r——00

Wykres funkcji f(z) = a®, Dy = Rdlaa € (0,1) wyglada nastepujaco:

Yi




Z wykresu odczytujemy:

lim a®* = +oc0i lim a®* = 0.
r—r—00 T—+00

Whniosek
Jezeli funkcja f jest postaci f(z) = a”, gdzie x € R, to

: P .
L lim a*=0i lim a"=+o00,gdya € (1, 00),

2. lim a®* =4o0i lim a®* =0,gdya € (0,1).

T——00 T—r+00
Niech f(z) = log, x, Dy = Ry, gdziea > 0ia # 1.

Gdya € (1,4+00) wykres funkcji f(x) = log, « wyglada nastepujgco:

Y
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Gdy argumenty z dgzg do plus nieskonczonosci, wartosci funkcji tez zmierzaja do plus
nieskonczonosci: lim log, z = +ooc.

T—+00
Mozemy rowniez zauwazyc, ze wykres tej funkcji ma asymptote pionowg prawostronng
z = 0, poniewaz lim log, x = —o0.

z—0"

Wykres funkcji f(z) = log, z, gdy a € (0, 1):



Widzimy, ze gdy a € (0,1),to lim log, z = —oo0.

T—-+00

Mozemy rowniez zauwazy¢, ze wykres tej funkcji ma asymptote pionowg prawostronng
x = 0 poniewaz lim log, z = oo.
x—07"

Wniosek

Jezeli funkcja f jest postaci f(z) = log, x, gdzie z € R, , to

1. lim log, = 400, gdya € (1, 00),

T—+00

2. lim log,z = —o0,gdya € (0,1).

r—r+00
Niech f(z) = 1, D; =R\ {0}.

Wykres tej funkcji wyglada nastepujaco:
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Mozemy poda¢ granice tejfunkcji w plus i minus nieskonczonosci.

Widzimy, ze zarowno przy x zmierzajgcym do plus jak i minus nieskonczonosci wykres
zbliza si¢ do osi X, czyli:

lim £ =0i lim &+ =0.
z——o00 T z—+o00 T

Mozemy rowniez zauwazyc, ze wykres tej funkcji ma asymptote pionowg obustronng = 0
, bo istniejg granice niewlasciwe:

lim £ = —coi lim + = +00.
z—0- T z—0t T

Whiosek
Jezeli funkcija f jest postaci f(z) = 1, gdzie z € R\ {0}, to

lim £ =0i lim &+ =0.
z——o00 T z—+o00 T

Niech f(z) =sinz, Dy =R

Narysujemy teraz wykres funkcji f(z) = sinz
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Z wykresu tej funkcji wynika, ze nie istnieje granica tej funkcji w plus i minus
nieskonczonosci. Aby to wykaza¢ skorzystamy z definicji Heinego granicy funkcji.

Zatozmy, ze przedziat (¢, +00), gdzie ¢ € R, zawiera si¢ w dziedzinie funkcji f. Granicg
funkcji f w plus nieskonczonosci jest liczba g, jezeli dla kazdego ciggu {z,, } argumentow
funkcji f rozbieznego do +o0o0 odpowiadajacy mu ciagg { f(x, )} wartosci funkciji f jest
zbiezny do liczby g.

Wezmy dwa ciagi rozbiezne do nieskonczonosci: {x, } oraz {z’,} okre$lone wzorami:
x, = 2mnorazx’, = %W + 27n.

Poniewaz funkcja f(z) = sin  jest funkcjg okresowg o okresie zasadniczym T' = 2m, to
sin(zo + 27n) = sin xy, wiec:

lim sinz, = lim sin27m = lim 0 =01

n—o0 n—oo n—oo

lim sinz, = lim sin(%w—l— 27m) = lim sin %ﬂ' = 1.

n—o0 n—o0 n—oo

lim sinz, # lim sin’, co oznacza, Ze nie istnieje granica lim sin x.

n—o0 n—0o0 T—00

Podobnie mozna wykazac, ze nie istnieje granica tej funkciji, gdy £ — —oo.

Przyktad 1

Obliczymy granice funkcji f(z) = —2z* — 323 — 6, gdy = dazy do +o0 i gdy x dazy do

—00.
Rozwigzanie
Dziedzing funkcji okreslonejwzorem f(z) = —2z* — 323 — 6 jest zbior R.

W przypadku, gdy liczymy granice wielomianu, wytgczamy przed nawias zmienng
w najwyzszej potedze: —2z* — 3z% — 6 =zt (-2 - 2 — ).

z x

Zauwazmy, ze granica funkcji zarowno przy z dgzacym do 400, jaki i przy  dgzacym do
—00, zalezy jedynie od granicy wyrazenia —2z*.



javascript:void(0);

Ponadto:

4

lim z* = +o0,

T—500

lim % =0= lim %

T—00 z—o0 T

lim (—2— 2~ 8) = 2 Jim & — lim & — 2,
T—00 z z z—o0 T z—00 T

Zatem:

lim (=22* — 32" - 6) = lim 2%(-2— 5 — ) = +00- (=2) = —o0.

Analogicznie liczymy granice przy * — —oo.

Poniewaz

T——00 T——00

lim (-2—-32 - 5%)=-2- lim 2 - lim 5% =-2
T——00 z z z——o00 T z——o00 T
wiec

lim (—2z*—3z®—6) = lim *(-2— - %) = +o00 - (—2) = —o0.

T——00 T——00 z

Wniosek

Jezeli f jest wielomianem stopnia parzystego zmiennej x, to zaréwno przy  dazacym do
—+o0 jak i przy & dgzacym do —oo funkcja ta dazy do nieskonczonosci o takim znaku, jak
znak wspotczynnika przy najwyzszej potedze zmiennej x.

Przyktad 2

Obliczymy granice funkcji f(z) = —3x3® + 2z% + 4z — 2, gdy = dazy do +oo i gdy x dgzy
do —oo0.

Rozwigzanie
Dziedzing funkcji okreslonejwzorem f(z) = —3x3 + 222 + 4z — 2 jest zbior R.

W przypadku, gdy liczymy granice wielomianu, wytgczamy przed nawias zmienng
w najwyzszejpotedze: —3z3 + 222 + 4z —2 =23 (-3 + 2 + 5 — %).

Zauwazmy, ze granica funkcji zarowno przy  dgzagcym do +o0 jak i przy z dgzacym do
—oo zalezy jedynie od granicy wyrazenia —3z>.




2 _ 4 _ 2 _
g, & = Jig 5 = Jim o =0

1 2 4 2 _ . 2 . 4 . 2
zatem: lim (=3 + 2 + 35 — ) = =3+ lim  + lim & — lim % = -3
; N H 3 2 13 3 2 4 2\
1stad.g}ir§o(—3w + 2z +4w—2)—xlgglow (—3+ st __a:3)_

=400 (—-3) = —o0.

Liczymy teraz granice lim (—3z% + 222 + 4z — 2).

Poniewaz:

lim 2% = —o00

T—r—00

lim 2= lim % = lim % =0
z——o00 L z——o00 T z——o00 T

lim (-3+2+4+ 5% - %)=-3+ lim 2+ lim & — lim & =-3,

x3 z
T——00 T——00 T——00 T——00

wiec lim (—32z% +22% + 4z —2) = lim 2*(-3+ 2+ 4 - 2) =

3
T——00 T——00 z

= —00-(—3) = +o0.
Whniosek

Gdy z dazy do +o0, to wielomian stopnia nieparzystego zmiennej x dgzy do
nieskonczonosci z takim znakiem, jaki ma wspotczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej
x,a gdy x dazy do —oo, to wielomian dazy do nieskonczonosci ze znakiem przeciwnym do
znaku wspotczynnika przy najwyzszej potedze zmiennej .

Przyktad 3

Obliczymy granice lim iij :

Rozwigzanie

Dziedzing funkcji okre$lonejwzorem f(x) = ;zf}l jest zbior R \ {—2,2} gdyz
r? —4=(zx—2)(z+2).

Dla = dgzacego do +oo funkcja f(z) = 2% + 1 dazy do +o0 i funkcja f(z) = z* — 4 tez
zmierza do 400, zatem otrzymujemy symbol nieoznaczony.

W przypadku, gdy liczymy granice funkcji wymiernej, wytaczamy przed nawias,
w liczniku i mianowniku, zmienng w najwyzszej potedze, w ktorej wystepuje ona




w mianowniku - w tym przypadku z2.

2241

Wyrazenie 7 zapisujemy zatem nastepujgco:
222 1 22 | 1
e _ P(5rE) gk 1d
2_4 — 2 4 — 22 4 - _4
’ 2(5-%)  Huw o
Poniewaz

lim % =0, lim = =0i lim 1 =1to

T—00 Tr—00 Tr—00
22 1 1
. 2 . =t . 4= 1
lim ZtL — lim 2 — lim —= 1i=1.
z00 T—4 z00 LA z500 1= 1

Zauwazmy, ze dla z dazacego do —oo nasze rozumowanie dotyczace granicy funkciji f sie
powtorzy. Taka samg sytuacje bedziemy mieli w kazdym przypadku, gdy stopien licznika
i stopien mianownika funkcji wymiernejbedg réwne.

Wniosek

Jesli stopnie licznika i mianownika funkcji wymiernej sa rowne, to granica tej funkciji, gdy =
dazy do +o00 i gdy  dgzy do —oo, jest rowna ilorazowi wspoétczynnikow przy zmiennych

W najwyzszej potedze.

Przyktad 4

Obliczymy granice funkcji f(z) = 3z (\/3:2 +2 Va2 + 1) w nieskonczonosci.

Rozwigzanie

Liczymy nastepujacg granice ILm 3z (\/x2 +2—vx2 + 1).

Poniewaz obliczenie na tym etapie granicy jest niemozliwe, bo otrzymujemy wyrazenie
nieoznaczone, mnozymy i dzielimy funkcje f(z) przez v'a2 + 2 + V&2 + 1 i stosujemy
wzor (a — b)(a + b) = a® — V2.

Mamy zatem:

(\/:v2+2—\/m2+1)-(\/w2+2+\/m2+1) _ (\/x2+2>2—(\/:v2+1)2 B

Va1 24+y/22+1 o Va1 24+y/22+1
x242—22-1 1

T V2R raVai il Varr2evVaitl

i stad:

: 2 _ 2 1 1 1 3z
lim 3:13(\/:)3 +2—Vzx +1) = lim 3:1:—\/562_+2+\/m —xll_g)lo Nes Ik

T— 00 T— 00
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Ponownie otrzymaliSmy symbol nieoznaczony, dlatego wyrazenie przeksztalcamy dalej
i wylgczamy z z licznika i mianownika:

lim % . 3 = lim

3
z—oo T 2 p] z—oo /2> | 2 221
\/Z_+l+\/Z_+L 12+12+ z2+z2

o0 JirZ/iey 2
Stownik

granica niewtasciwa funkcji

funkcja f ma dla x dazacego do +oo granice niewlasciwa +o00, jezeli dla dowolnego
ciggu {z,} argumentéw funkcji f rozbieznego do +oo odpowiadajacy mu ciag {f(z,)}
wartos$ci funkgcji f jest rozbiezny do 400, co zapisujemy nastepujaco EIE f(z) = +o0

granica funkgji

granicg funkcji f dla z dgzacego do +oo jest liczba g, jezeli dla kazdego ciggu {z,}
argumentow funkcji f rozbieznego do +oo odpowiadajacy mu ciag { f(x, )} wartosci
funkcji f jest zbiezny do liczby g




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem prezentujacym granice funkcji elementarnych
w nieskonczonosci, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14WmWDSI

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacg granic funkcji elementarnych
w nieskonczonosci.

Polecenie 2

Oblicz granice funkcji f(x) = g‘;i;é , gdy = dazy do +oo.

Polecenie 3

Zbadaj istnienie granicy lim cos .
T—r00



https://zpe.gov.pl/a/D14WmWDSI

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = %x"‘ — 225, Prawda jest, ze:

) lim f(z)=—o0

T——00

] lm f(z) = +oo

T——00

] lim f(z)=+oo

T—+00

] lm f(z) = —o0

T—+00

Cwiczenie 2

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = %w‘* — 223 4 422 — Tx. Wybierz zdanie

prawdziwe.

lim f(z) = —o0

T—+00

Granica funkcji f dla z dazacego do +oo nie istnieje.

lim f(z) = lim f(z)=+o0

T—+00 r——00

o o O O

lim f(z) =— lim f(x)

T——+00 T——00




Cwiczenie 3

Do wzoru funkcji f dobierz odpowiednia granice.

flz) = 35 JHm, (=) =0
f(z) = 22718 Jim  f(z) = +o00
fla) = il Jim f@) = 5

Cwiczenie 4

Dane sa funkcje: f(z) = % ig(z) = ?;:_Tm; W miejsce kropek wstaw odpowiednie liczby

catkowite lub symbol nieskonczonosci.

Dlim fl)=

2) lim f(z)=; |

3) lim g(z) = ______________________

4) lm g(z) =,

| —oo || oo [ -1 [-1]
Cwiczenie 5

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = 2 sin . Wybierz zdanie prawdziwe.
lim f(z) =2

T——+00

Granica funkcji f dla x dazacego do +o00 nie istnieje

O
O im f(z) = -2
O
O

lim f(z) =400

T—+00



Cwiczenie 6

Dane sa funkcje f(z) = % ig(z) = \3\//%. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych réwnosci.
Prawda Fatsz
A, (@) =4 O O
Jm f(z) =4 O O
Jim_ofe) =0 o o
lim_g(z) =~ O O

T—r—00

Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = ——=1—— Wybierz zdanie prawdziwe.

vVe+d—x—4

O lim f(z) = —o0

T—+00

O lim f(z) =0

T——00

O lim f(z) = +oo

T—+00

O lim f(z) = —o0

T——00



Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja opisana wzorem f(z) = %ac (\/9m2 +5—v9x2 — 1). Wybierz zdania

prawdziwe.

lim f(z) =0,5

T—00

0

() Wzér funkcji mozna zapisa¢ w postaci f(z) = \/9#—%3:@9362—_1.
)

O

Granica funkcji f dla  dazacego do +o0 nie istnigje.

lim f(z) =1

T—00



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granice funkcji elementarnych w nieskonczonosci

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje pojecie granicy funkci;

« oblicza granice funkcji wielomianowych w nieskonczonosci korzystajac z poznanych
wlasnosci o granicach;

 oblicza granice funkcji wymiernych w nieskonczonosci korzystajac z poznanych
wlasnosci o granicach;

 stosuje definicje Heinego do obliczenia granicy;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania;

» przedstawia pelny tok rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny
e burza mozgow
e pokaz multimedialny

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji

1. Uczniowie przypominajg definicje Heinego granicy funkcii;
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel, korzystajgc z zasobow e-podrecznika lub programu Geogebra prezentuje
wykresy funkcji elementarnych;

2. Nauczyciel zwraca uwage na intuicyjne pojecie granicy;

3. Uczniowie na wykresach zauwazajg jak zachowuje sie dana funkcja w nieskonczonosci;

4. Uczniowie na podstawie prezentowanych wykresow funkcji okreslaja ich granice
w nieskonczonosci, stwierdzajac, ze punkty na wykresie dgzg do ...;

5. Nauczyciel wprowadza pojecie granicy funkcji w nieskonczonosci;

6. Nauczyciel prezentuje film samouczek i omawia go z uczniami, nastepnie uczniowie
samodzielnie rozwigzuja zadanie do samodzielnego rozwigzania z filmu samouczka
oraz zadania pod filmem;

7. Nastepnie uczniowie formutuja wnioski, w ktorych okreslajg jak policzy¢ granice
funkciji elementarnych w nieskonczonosci;

8. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela;

9. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazoéwek i zwracajgc uwage na
starannoS¢ zapisow.



Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych;

2. Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien;

3. Uczniowie sporzadzajg notatke w zeszycie: granice funkcji elementarnych
w nieskonczonosci;

4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:
1. Zadaniem uczniow jest wykonanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:
Granica ciggu nieskonczonego
Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w multimedium i filmie samouczku uczniowie moga przeanalizowac jako
prace wiasng przed lekcja. Umozliwi im to wystapienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/granica-ciagu-nieskonczonego/Dzg8g57ts

