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Zrédto: Thuan Pham, domena publiczna.

Famiglowka Wiez Hanoi polega na tym, by utozone w wieze¢ krazki o réznej Srednicy
przenies$¢ pojedynczo z pierwszego stupka na trzeci, tak aby odtworzy¢ na nim wieze -
przy czym nalezy robi¢ to wedtug okreslonych zasad. Zagadka ta oparta jest na starej
legendzie, wedlug ktorej buddyjscy mnisi ze Swigtyni Brahmy majg w ten sposob przenies¢
wieze skladajgca sie az z 64 krazkow, czyli w celu rozwigzania problemu muszga wykonac¢ az
204 _ 1 ruchéw. W e-materiale Zagadka Wiez Hanoi przedstawiliémy najwazniejsze
informacje dot. tego zagadnienia.

W tym e-materiale poznasz implementacje algorytmu rozwigzywania tego problemu
w jezyku Python.

Wiecej przykladow, ¢wiczen i rozwigzan znajdziesz w e-materiale Zagadka Wiez Hanoi -
zadania maturalne.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoéch pozostatych lekcjach z tej serii:

o Zagadka Wiez Hanoi w jezyku C++,
o Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:
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Ciag okreslony rekurencyjnie,

Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

Wzor ogo6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

Ciagg arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

e Przypomnisz sobie algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.
» Przeanalizujesz implementacje tego algorytmu w jezyku Python.
» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.
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Przeczytaj

Implementacja rozwigzania w jezyku Python
Ciekawostka

Liczba ruchéw niezbednych do przeniesienia wszystkich krazkow ze stupka A na stupek
Cwynosi (2" — 1), czyli roénie wyktadniczo wraz ze zwigkszaniem liczby krazkow. Jesli
przyjmiemy, ze jeden krazek przemieszczamy w ciggu jednej sekundy, to rozwigzanie
tamigtowki dla trzech krazkow zajmuje tylko siedem sekund, podczas gdy w przypadku
20 krazkow czas ten wydtuza si¢ juz do 1048576 sekund (ponad 17000 minut, czyli okoto
11 dni).

Jeden z najszybszych wspotczesnych komputerow, MareNostrum 4, wykonuje

13,667 - 10'? operacji na sekunde. By rozwiaza¢ zagadke dla 64 krazkéw potrzebowatby
nieco ponad dwoch tygodni.

Przyktad 1

Zdefiniujmy funkcje, ktora wykorzystujac podany wczesniej algorytm, zapisze liste
ruchow koniecznych do rozwigzania famigtowki Wiez Hanoi.

def hanoi(n, a, b, c):
if n > 0:
hanoi(n - 1, a, c, b)
print(f"przenies {a} -> {b}")
hanoi(n - 1, ¢, b, a)

Wywolajmy funkcje dla trzech krazkow. Otrzymamy liste ruchow potrzebnych do
przeniesienia kragzkow ze stupka A na stupek C przy uzyciu stupka B.

hanoi(3, 'A', 'C', 'B")
przenies$ ->
przenies ->
przenies ->
przenies ->

przenies ->
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A
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B

B

A

przenies$ ->




Po podwojeniu liczby krazkow lista operacji wydtuza si¢ dziewigciokrotnie. Krazkow jest
sze$¢, nalezy zatem wykona¢ 63 ruchy (2° — 1).

hanoi(6, "A", "B", "C")
przenies A -> C
przenies A -> B
przenies C -> B
przenies A -> C
przenies B -> A
przenie$ B -> C
przenies A -> C
przenies A -> B
przenies C -> B
przenies C -> A
przenie$ B -> A
przenie$s C -> B
przenies A -> C
przenies A -> B
przenies C -> B
przenies A -> C
przenie$s B -> A
przenies B -> C
przenies A -> C
przenies B -> A
przenies C -> B
przenie$ C -> A
przenie$s B -> A
przenies B -> C
przenies A -> C
przenies A -> B
przenies C -> B
przenies A -> C
przenies B -> A
przenies B -> C
przenies A -> C
przenies A -> B
przenie$ C -> B
przenies C -> A
przenies B -> A
przenies C -> B



przenies A ->
przenie$ A ->
przenie$ C ->

przenies C ->
przenies B ->
przenies B ->
przenies A ->
przenie$ B ->
przenies C ->
przenies C ->
przenies B ->
przenies C ->

przenie$ A ->
przenie$s A ->
przenies C ->
przenies A ->
przenies B ->
przenies B ->
przenie$ A ->
przenies A ->
przenies C ->

przenies C ->
przenies B ->
przenie$ C ->

przenie$s A ->
przenies A ->
przenies C ->

WO W > > WwWwoOO PO wWwWwWwOHOW > >»P W > OO > > W WO

Dla zainteresowanych

Mozemy sprawdzi¢, ile razy wykonywana jest funkcja rekurencyjna, czyli taka, ktora
wywotuje wielokrotnie siebie samg. W celu sprawdzenia liczby wykonywanych przez nig
operaciji postuzymy si¢ zmienng, ktora istnieje w przestrzeni nazw poza funkcjg. Aby
zmieniac jej wartoSc¢, zadeklarujmy ja za pomocg stowa kluczowego global. Dzigki temu
bedziemy mogli zmienia¢ warto$¢ zmiennej, ktora istnieje poza funkcja.

Zdefiniujmy funkcje, ktora obliczy liczbe wywotan funkciji, niezbednych dla rozwigzania
zagadki Wiez Hanoi. Przyjmijmy zatozenie, ze jedno wywotanie trwa 1 sekunde.

W celu zobrazowania wynikow obliczen postuzymy sie bibliotekg matplotlib i napiszemy
program wyswietlajgcy wykres zaleznosci liczby krokow od liczby krazkéw. Przyjmiemy,
ze przeniesienie 1 krazka trwa 1 sekunde. Wyniki podamy w dobach, a wiec na wykresie
1 jednostka osi Y bedzie odpowiada¢ 86400 sekund (przenosin krazkow).
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import matplotlib.pyplot as plt

def

# przygotowujemy liste,

X
Y

hanoi(n,
global zl

if n ==
retur

if n > 0:
hanoi
zlicz
hanoi

[x for x

[]

a, b, c):

icz

n None

(n -1, a, ¢, b)

+= 1
(n -1, ¢, b, a)

in range(3, 28, 3)]

# w petli wykonujemy kolejne obliczenia

for

e in X:
zlicz = 0
hanoi(e,
y = round
print(f"L
Y.append(

IIAII’ "B", IICII)

(zlicz / 86400, 0)

icze dla: {e} krgzkow = {zlicz} krokow,
y)

25 # generujemy wykres
26 plt.plot(X, Y)

dla ktorej bedziemy obliczac

{y} dni."™)



27 plt.grid(True)

28 plt.xlabel("Liczba krgzkow do przeniesienia.")

29 plt.ylabel("Liczba dni (1 = 86400 sekund).")

30 plt.legend(["Wykres - czas niezbedny do rozwigzania zagadki wie
31 plt.show()

32

33 # wyniki

34 # Licze dla: 3 krazkow = 7 krokow, 0.0 dni.

35 # Licze dla: 6 krgzkow = 63 krokow, 0.0 dni.

36 # Licze dla: 9 krazkow = 511 krokow, 0.0 dni.

37 # Licze dla: 12 krazkow = 4095 krokow, 0.0 dni.

38 # Licze dla: 15 krgazkow = 32767 krokow, 0.0 dni.

39 # Licze dla: 18 krazkow = 262143 krokow, 3.0 dni.

40 # Licze dla: 21 krazkow = 2097151 krokdéw, 24.0 dni.
41 # Licze dla: 24 krazkow = 16777215 krokow, 194.0 dni.
42 # Licze dla: 27 krgzkow = 134217727 krokow, 1553.0 dni.
Wazne!

Musimy pamietac, ze jezyk Python jest dynamicznie typowany, a wiec kazda zmienna
moze w dowolnym momencie przechowywac¢ dane roznego typu. Dodatkowo jest to
interpreter, a nie kompilator. Z tych powodow nawet proste obliczenia zajmuja duzo
czasu procesora, dlatego odradzamy liczenie w taki sposob dla wigcejniz 30 krazkéw. Na
komputerze wyposazonym w procesor Core i 5 obliczenia dla 33 i wiecej krazkow trwaja
kilka godzin.



Problem 1

Zadanie:

Zapisz program wykorzystujacy rekurencje, ktory wypisze kolejne kroki, jakie trzeba wykonac,
aby przenies¢ wieze sktadajaca sie z n krazkdw o réznej Srednicy ze stupka A na stupek C. Swoj
program przetestuj dla 3 krazkéw.

Zasady gry:

o Gra sktada sie z trzech stupkéw i zestawu krazkéw o réznych srednicach.

e Na jednym stupku umieszczona jest wybudowana wieza.

e Celem gry jest odbudowanie wiezy na trzecim stupku.

e Nie wolno potozy¢ krazka o wiekszej srednicy na krazku o mniejszej srednicy.

e Na raz mozna przenosic tylko jeden krazek (znajdujacy sie na szczycie wiezy).

e Do przenoszenia mozna wykorzysta¢ dodatkowy stupek.

Specyfikacja:

Dane:

e n - liczba krazkéw w grze, liczba naturalna

e A, B, C-symboliczne nazwy stupkéw, znaki

Wynik:

Program na wyjsciu standardowym wypisuje w kolejnych linijkach kroki, ktére prowadzg do
rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.



Polecenie 1

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.



A Y

Z_agadka Wiez Hanoi

Implementacja algorytmu w jezyku Python

1

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RoxU7IRTafplf
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujgcy do zagadki Wiez Hanoi.

Plik o rozmiarze 388.00 B w jezyku polskim
Juz wiesz
Podsumujmy najwazniejsze informacje:

e liczba operacji niezbednych do rozwigzania zagadki Wiez Hanoi ro$nie wykladniczo
wraz ze wzrostem liczby krazkow sktadajacych sie na wieze,
» operacje przenoszenia kragzkow sktadajacych sie na Wieze Hanoi przypominajg

sposob odwotywania sie¢ procesora do elementow stosu.

Stownik

funkcja rekurencyjna

funkcja, ktora wywoluje sama siebie, az do momentu osiggniecia stanu poczatkowego —
kazda taka funkcja zawiera tzw. warunek zakonczenia rekurenciji (zwany takze
warunkiem poczatkowym) oraz przynajmniejjedno miejsce, w ktérym procedura
wywotuje samg siebie

matplotlib

biblioteka stuzaca do przedstawienia obrazow ztozonych z punktow o wspotrzednych (x,
y), np. wykresow, histogramoéw, rozktadow itp.; modul matplotlib nie jest dostepny



file:///preview/resource/RoxU7lRTafplf

w standardowej instalacji jezyka Python - mozna go zainstalowac, korzystajac
z mechanizmu pip
przypadek rekurencyjny

warunek w funkcji rekurencyjnej, po spetnieniu ktorego funkcja ponownie wywotuje
siebie samg
przypadek bazowy

warunek w funkcji rekurencyjnej, po spetnieniu ktorego funkcja nie wywotuje same;j
siebie po raz kolejny
rekurencja

proces polegajagcy na wywotywaniu funkcji przez siebie samg do momentu rozwigzania
okreslonego zadania
stos

struktura danych, w ktorejinformacje sa pobierane ze szczytu i na niego odkladane;
struktura typu LIFO (Last In, First Out - ostatni na wejsciu, pierwszy na wyjsciu)
zagadka Wiez Hanoi

tamigtowka polegajagca na odbudowaniu, z zachowaniem ksztattu, wiezy z krgzkow

o roznych $rednicach; podczas przektadania nie wolno ktas¢ krazka o wigkszej srednicy
na mniejszy, ani przektadac kilku kragzkow jednoczesnie

przestrzen nazw



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uzupetnij tabele.

By sprawdzi¢, jak wyglada formuta zamieszczona w odpowiedniej komérce trzeciej kolumny
(liczba ruchow), kliknij ja dwa razy.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Polecenie 2

Zapoznaj sie z prezentacja dotyczaca rozwiazania zagadki Wiez Hanoi dla trzech krazkow.
W prezentacji stupki sg oznaczone jako A, B, C, a krazki - k1, k2, k3 (k1 jest najmniejszy

i znajduje sie na gorze, a k3 to najwiekszy krazek, umieszczony na spodzie). Stupki beda
reprezentowane przez obiekty typu 1ist.

Do przenoszenia wykorzystamy metody pop () oraz append().

Wazne!

Metody pop () i append() sa metodami list w jezyku Python stuzacymi odpowiednio do
usuwania elementu z listy i dodawania elementéw do konca listy.

Przyklady uzycia:
lista_elementow = [1, 2, 3, 4, 5]

lista_elementow.append(6)
print(lista_elementow)

# [1, 2, 3, 4, 5, 6]

lista_zakupow = ['jajka', 'mleko', 'chleb']
ostatni_element = lista_zakupow.pop()
print(ostatni_element)

# 'chleb'

print(lista_zakupow)




7 # ['jajka', 'mleko']

AL

A B C

Na poczatku wszystkie krazki znajduja sie na
stupku A:

1A
2B
3C

[k3, k2, k1]
[]
[]

Przenosimy k1 z A na C - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = A.pop()
2 C.append(krazek)

C o o

A B C

Uktad krazkéw po wykonaniu operacji pop ()
iappend():

1A= [k3, k2]
2B =[]
3¢C = [k1]




Przenosimy k2 z A na B - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = A.pop()
2 B.append(krazek)

K3 | [_K2_| [ K1 |
A B C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():

1A = [k3]
2B = [k2]
3¢ = [k1]

Przenosimy k1 z C na B - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = C.pop()
2 B.append(krazek)

K3 IIEII

A B C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():




1 A = [k3]
2B = [k2, k1]
3C =[]

° Przenosimy k3 z A na C - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = A.pop()
2 C.append(krazek)

A =
B

A C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():

1A=1]
2B = [k2, k1]
3C = [k3]

Przenosimy k1 z B na A - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = B.pop()
2 A.append(krazek)




[ K1 | K2 K3 |
A B C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():

1A= [k1]
2 B = [k2]
3 C = [k3]

Przenosimy k2 z B na C - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:

1 krazek = B.pop()
2 C.append(krazek)

i

A B C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():

1A= [k1]
2B =[]
3C = [k3, k2]

Przenosimy k1 z A na C - wykonujemy operacje
pobierania elementu ze stosu i dodania go do
innego stosu:



1 krazek = A.pop()
2 C.append(krazek)

A3,

A B C

Uktad krazkéw po operacji pop () i append():

1A
2B
3C

[]
[]
[k3, k2, k1]

e Jak widzimy, w przypadku trzech krazkow
wystarczy wykonac siedem operacji w celu

rozwigzania zagadki Wiez Hanoi. Liczba ta
ro$nie wyktadniczo wraz ze zwiekszaniem liczby
krazkow.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Napisz program wyswietlajacy liczbe ruchéw niezbednych do rozwiazania zagadki wiez Hanoi
dla k krgzkéw. Twéj program powinien wypisac na ekranie liczbe wykonanych ruchéw.
Przetestuj swdj program dla 7 krazkow.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e k - liczba krazkéw; liczba naturalna
Wynik:

Program wypisuje liczbe ruchéw, niezbednych do rozwigzania zagadki wiez Hanoi dla k
krazkow.

Twoje zadania

1. Program wyswietla liczbe ruchéw opisujacych rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla k
krazkéw.

hanoi(k, |IA|I, IIBII, IICII)
print(zlicz)

1 def hanoi(n, a, b, c¢):
2 global zlicz

3

4 ## tutaj wpisz swéj kod
5

6k =7

7 z1licz = ©

8

9






Cwiczenie 2 O

Napisz program, ktory bedzie wypisywat m-ty ruch, opisujgcy rozwigzanie Wiez Hanoi dla n
krazkéw. Niech odpowiedz bedzie w postaci: ,Przeniesienie z X do Y”. Przetestuj swdj program
dla wiezy sktadajacej sie z oSmiu krazkdw i wypisz piaty ruch.

Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba kragzkéw; liczba naturalna
e m - numer ruchu, ktéry ma zosta¢ wypisany; liczba naturalna dodatnia, m < 2"
Wynik:
Program wyswietla m-ty ruch opisujacy rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla n krgzkow.

Twoje zadania

1. Program wyswietla opis m-tego ruchu, rozwigzujacego zagadke Wiez Hanoi dla n
krazkéw.

1 def hanoi(n, a, b, c¢):
2 global zlicz

3 // Tutaj dopisz kod
4

5 zlicz = ©

6n =28

m=25

8

hanoi(n, IIAII, IIBII' IICII)






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Python
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Zakres podstawowy i rozszerzony
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

1. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemoéw na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

2. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

Zakres rozszerzony
TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
III. I+ II. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

3. objasnia, a takze poroéwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz struktury
danych, wykorzystujac przy tym przyktady problemow i algorytmow, w szczegolnosci:

2) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb, generowania
fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.



Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Przypomnisz sobie algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.
» Przeanalizujesz implementacje tego algorytmu w jezyku Python.
» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» metody aktywizujgce.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie sobie najwazniejszych informacji na temat
zagadki wiez Hanoi.

2. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Python”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj” dotyczgcymi programowania.

Faza wstepna:

1. Chetna lub wybrana osoba przypomina najwazniejsze informacje na temat zagadki wiez
Hanoi.
2. Przedstawienie tematu i celow zajecC.



3. Rozpoznanie wiedzy ucznidéw. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu i programowania, np.
o co to jest przestrzen nazw?
o do czego stuzy biblioteka matplotlib?
o czym jest rekurencja?
o na czym polega zagadka Wiez Hanoi?

Chetni uczniowie udzielajg na nie odpowiedzi.
Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. JeZeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekciji ,Przeczytaj’.
Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.

2. Uczniowie uzupelniajg symulacje interaktywng. Charakteryzujg, jak wzrasta ztozonos¢
obliczeniowa algorytmu obliczajgce rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi. Szukaja informacji
na temat mocy obliczeniowej superkomputerowych sprzed dekady oraz
wspotczesnych. Okreslaja skok technologiczny na podstawie tego, jak wyglada czas
rozwiazania zagadki dla trzech, 10 oraz 64 krazkow.

3. Uczniowie zapoznaja si¢ z filmem oraz prezentacja. Wykonujg ¢wiczenia.

4. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwiazania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen z programowania w jezyku
Python.

Praca domowa:

1. Opracuj porownanie dwoch modeli rozwigzania zagadki Wiez Hanoi -
wykorzystujacego iteracje oraz rekurencije.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:



» Uczniowie mogg wykorzystac tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Symulacja interaktywna”,
»Sprawdz sie” jako materiat do lekcji powtorkowe;.



