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Interpretacja geometryczna uktadu rownan typu
y = ax® + bz

y=cr—+d

Zrédto: Dawid Zawila, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Interpretacja geometryczng réwnania y = ax? + bz jest parabola, za$ interpretacjg
geometryczng rownania y = cx + d jest prosta. Rozwigzaniem uktadu rownan z dwiema
niewiadomymi sg pary liczb, spelniajgce jednoczes$nie oba rownania tego uktadu.

W tym materiale zajmiemy si¢ poszukiwaniem takich par przy pomocy geometrycznych
interpretacji rownan zawartych w danym uktadzie.

Twoje cele

o Utrwalisz metody rysowania wykresow funkciji liniowe;j.
» Utrwalisz metody rysowania wykresow funkcji kwadratowe;j.
» Wykorzystasz wykresy funkcji liniowej i kwadratowej do graficznego rozwiazywania

2
=ax” + bx
uktadow réwnan postaci {y ar .
y=cxr+d
o Na podstawie wykresow odczytasz liczbe rozwigzan uktadu rownan postaci

y = ax’ + bx
{y:ca:—i—d '

y = ax’ + bx
y=cxr+d

e Zinterpretujesz wykres ukladu réwnan postaci {



Przeczytaj

Definicja: Uktad rownan
Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réwnan.
Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem uktadu rownan nazywamy pare liczb spetniajgcych kazde rownanie
danego uktadu rownan.

Definicja: Wykres funkcji liniowej

Wykresem funkcji liniowej f(z) = az + b jest prosta o réwnaniu y = ax + b, gdzie z € R

Definicja: Wykres funkcji kwadratowej

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = ax? jest krzywa o réwnaniu y = az?, gdzie z € R
. Krzywg te nazywamy parabol3.

Przyktad 1

Na rysunku przedstawione s3 wykresy réownan y = x> + 2z oraz y = z + 2.

(1,3)

Widzimy, ze wykresy te przecinajg si¢ w dwoch punktach, ktorych wspolrzedne mozemy
odczyta¢ z rysunku. Sg to punkty (—2, 0) oraz (1, 3).




Wspotrzedne punktoéw przecigcia wykresow rownan, sa rozwigzaniami uktadu
utworzonego przez te rownania.

y =2+ 2z

T =—2
y=1z+2 =

oraz

A zatem rozwiazaniem uktadu rownan { sa dwie pary liczb {

rz=1
y=3
Przyktad 2

y=—2z> — 3z

Przedstawimy interpretacje graficzng ukltadu réwnan
y=—2z+3

Rysujemy w uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji y = —2z% — 3z orazy = —2zx + 3.

v
4

Wykresy nie posiadajg punktow wspolnych. Zatem na podstawie geometryczne;j

. ) . fy=-22*-3z . N
interpretacji uktadu rownan widzimy, ze nie posiada on rozwigzan.
y=—2z+3
Przyktad 3
_ 1 2
. . . , , Jy= 5+«
Przedstawimy interpretacje graficzng uktadu rownan { 2
y=—x—2

Rysujemy w uktadzie wspolrzednych wykresy funkcji y = %aﬁ + x oraz
Yy=—c— 2.
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Prosta i parabola majg doktadnie jeden wspolny punkt P = (-2, 0).
— i;p2 + x r = -2
Stad uktad rownan 2 ma doktadnie jedno rozwigzanie { .
y=-—T—2 y=0

Mozemy zatem zauwazy¢, ze prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt

wspolny lub nie mie¢ punktow wspolnych.

v YA v

=Y
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Prostg, ktora przecina parabole w dwoch punktach, nazywamy sieczng paraboli.

Prostg, ktora ma z parabola doktadnie jeden punkt wspdlny i nie jest rownolegla do osi Y,

nazywamy styczng do paraboli.
Przyktad 4

y=x>+4z

Rozwigzemy metoda graficzna uktad rownan .
q Yy a8 q {y _ |$ I 2‘ e
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W uktadzie wspotrzednych przedstawione sg wykresy funkcji y = 2% + 4z oraz
y=|r+2/+2

(1,5)

=3

Wykresy przecinajg sie w dwoch punktach o wspoétrzednych (—5, 5) oraz (1, 5), a zatem
y =+ 4x . . (z=-5 {mz
ma dwa rozwigzania postaci oraz ) —

ukltad r(’)wnar’l{
y=|z+2|+2 y=>5

Przyktad 5

y=1a>—2x

Okreslimy liczbe rozwigzan uktadu rownan { , w zaleznoS$ci od parametru

y=-—-3x+m
m.

Wiemy, ze punkt wspolny wykresoéw nalezy jednoczes$nie do paraboli i prostej. Spetniony
jest zatem warunek

?—z=-3x+m

Znajdziemy m, dla ktorego istnieje dokladnie jeden taki punkt. Taka sytuacja ma miejsce
wtedy, gdy wyréznik tréjmianu z? 4 2z — m = 0 jest réwny zero.

A=4-4-1-(-m)

4+4m =20
m=—1
A zatem prosta y = —3x — 1 ma doktadnie jeden punkt wspélny z parabolg y = x> —

dlam = —1.



Naszkicujemy wykresy tych rownan.

v

3

(-1,2)§ 2
y=1a’—2

-\

Proste y = —3z + m s3 rownolegle do narysowanej prostej, a w zaleznosci od wartosci
parametru m ,przesuwaja sie” wzdtuz osi Y. Z wlasnosci funkciji liniowej wiemy, ze
proste bedg przecina¢ 0§ Y w punkcie (0, m).

Zatem dlam < —1 prostay = —3z + m nie bedzie miata punktu wspoélnego z parabolg

y = 2> — x,adlam > —1 prosta bedzie miata dwa punkty wspélne z parabola.

Stownik

uktad réwnan

koniunkcja co najmniej dwoch réwnan

parabola

wykres funkcji kwadratowe;



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z apletem przedstawiajgcym geometryczng interpretacje uktadu réwnan typu
y = ax’ + bx
y=cr+d

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DkyvugaOj
Polecenie 2

Rozwiaz graficznie uktady rownan:

a) y = bz — 8z
y=2xr—5

b) y =2z — 3z
y=—x+ 12

2

= — 2

c){y x° + 2z
y=—x+3


https://zpe.gov.pl/a/DkyvugaOj

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Okreéél liczbe rozwigzan uktadow réwnan na podstawie ich interpretacji geometrycznych.
Przeciagnij prawidtowe odpowiedzi w odpowiednie miejsca.

2 rozwiazania, brak rozwigzan, 1 rozwigzanie
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Cwiczenie 2 ¢

Cwiczenie 3



Cwiczenie 4

Rozwiaz graficznie uktady réwnan, a nastepnie pogrupuj je zgodnie z liczba ich rozwigzan.

Brak rozwigzan:

1 rozwigzanie:

2 rozwigzania:




Cwiczenie 5

Odczytaj z rysunku rozwigzania uktadu réwnan, a nastepnie uzupetnij wolne miejsca w zapisie
algebraicznym tego uktadu. Przeciagnij poprawne liczby.

YA
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Cwiczenie 6

Dtugos¢ odcinka o koricach w punktach A = (x4, y4), B = (zp, yp) mozemy obliczy¢,
korzystajac ze wzoru:

|AB| = \/(wB —z4)* + (yp — ya)”.

y=—z2+ 5z
y=—x+5

’

W trojkacie ABC wspdétrzedne wierzchotkow A i B spetniajg uktad réwnan {

wierzchotek C jest poczatkiem uktadu wspotrzednych.
Rozwiaz graficznie ten uktad réwnan. Znajdz wierzchotki tréjkata ABC' i oblicz jego obwad.

Zaznacz wtasciwe odpowiedzi.

A B Obwdd trojkata
(-1,4) O (5,0 O 54 O
(-1, —4) O (5,0) O V1T+5++v8 O
1,4 O 0,5) O 17+vV5++v32 O
(1, —4) O 0, —=5) O VIT+5+4v2 O



Cwiczenie 7 @

y:—m2—|—2x+m_

Wskaz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych uktad rownan
y=4r +1

sprzeczny.
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Cwiczenie 8 @

y=—lz+1]+1

Rozwiaz graficznie uktad rownan
e {y =22+ 2z



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

. , , y=az®+ bz
Temat: Interpretacja geometryczna ukladu rownan typu i d
y=-czx

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci

Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozwigzuje rOwnania i nieréwnosci kwadratowe.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) analizuje rownania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania maja zgdang wlasnos¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

IV. Uklady rownan
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

3) rozwigzuje metodq podstawiania uklady rownan, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie
ax +by=ce 1b{ax—|—by:e
u

kwadrat taci '
wa raowe,posaCI{$2+y2+0x+dy:f y:ca:2+dm+f

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wykresy funkcji linioweji kwadratowej do graficznego rozwiazywania
uktadow rownan

e odczytuje liczbe rozwigzan ukladu rownan na podstawie wykresow prosteji paraboli

e odczytuje z wykresu wspotrzedne punktow wspolnych prosteji paraboli

e tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania ukladow réwnan

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza przypadku
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem apletu
 stacje eksperckie

Formy pracy:

e pracaw parach
e praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
Chetni uczniowie przygotowuja informacje na podane przez nauczyciela tematy:

» wykres funkcji liniowe;j,
o wykres funkcji kwadratowej,
y = az® + bx

» graficzna interpretacja uktadu rownan postaci
y=cx+d

Faza wstepna:



1.
2.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
Uczniowie przypominaja sobie w parach informacje dotyczace rysowania wykresow
funkciji.

Faza realizacyjna:

1.

Uczniowie - eksperci w dowolnej formie przedstawiajg przygotowane przez siebie
informacije.

. Pracujgc w parach metoda analizy przypadku, uczniowie analizujg przyktady zawarte

w sekcji ,Przeczytaj’ i aplecie.

. Nauczyciel oraz eksperci wyjasniajag ewentualne watpliwosci.
. Uczniowie wspolnie wykonujg polecenie umieszczone pod apletem.
. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy, ktore podchodza do stacji zadaniowych

przygotowanych przez ekspertow. Kazda z grup rozwigzuje przygotowane przez nich
zadania.

. Eksperci wspierajg pozostatych uczniow, wyjasniaja watpliwosci. Nauczyciel nadzoruje

prace grup.

. Po wykonaniu zadan z danego zakresu, grupy zadaniowe przechodzg do kolejnej staciji.
. Uczniowie w parach rozwiazuja zadania zawarte w materiale multimedialnym.

Rozwigzania zadan uczniowie zapisuja w zeszycie, sprawdzajgc w materiale ich
poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1.

2.

Przedstawiciele grup krotko omawiajg trudnosci, na jakie natkneli si¢ podczas
rozwigzywania zadan.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informaciji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdazyli wykonac¢ na lekciji.

Materialy pomocnicze:

Definicja funkciji liniowej
Rownanie kwadratowe
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze by¢ wykorzystany przez uczniow do ¢wiczen w rysowaniu interpretaciji

geometrycznej uktadow rownan, a takze do sprawdzania poprawnos$ci wykonanych przez

siebie wykresow. Aplet mozna wykorzysta¢ na zajeciach pokazujacych wzajemne potozenie
prosteji paraboli.


https://epodreczniki.pl/a/definicja-funkcji-liniowej/Da5cnrfSV
https://epodreczniki.pl/a/rownanie-kwadratowe/D1Ct0B4h4
https://epodreczniki.pl/a/miejsca-zerowe-funkcji-kwadratowej-postac-iloczynowa-funkcji-kwadratowej/D13yvTeOq




