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Rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych
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Zrédto: Markus Spiske, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Istnieje wiele roznych sposobow przedstawienia tej samej liczby rzeczywistej. Kazdg
liczbe wymierng mozna zapisac¢ jako skonczong sume roznych utamkow egipskich
(czyli utamkow o liczniku rownym 1) lub jako skonczony utamek tfancuchowy

o licznikach rownych 1 (np. ﬁ). Liczby niewymierne zdajg si¢ by¢ “trudniejsze do
3+5

uchwycenia”

Pitagorejczycy wierzyli, ze wszystko na Swiecie mozna opisac liczbami, ale poniewaz
dobrze znali tylko liczby wymierne, dtugosc¢ przekatnej kwadratu uznali za coS tak
dziwnego, ze (podobno pod grozbg $mierci) zabroniono rozmawiac na ten temat

z ludzmi spoza kregu Pitagorasa.

W tej lekcji zajmiemy sie przedstawieniami liczb wymiernych i niewymiernych
w postaci rozwini¢cia dziesietnego majgc na celu oswojenie si¢ z ich “skomplikowang”

naturg.



Twoje cele

e Wyznaczysz rozwiniecia dziesietne liczb wymiernych.
e Rozpoznasz rozwini¢cia dziesigtne liczb niewymiernych.

e Przedstawisz utamek okresowy w postaci utamka zwyktego.



Przeczytaj

Rozwiniecia dziesietne liczb wymiernych

Przypomnijmy, ze aby wyznaczy¢ rozwinig¢cie dziesi¢tne liczby wymiernej, wystarczy
przedstawic jg w postaci utamka zwyklego (by¢ moze niewlasciwego), a nastepnie
wykonac dzielenie licznika przez mianownik tego utamka. Przy czym dzielenia nie
konczymy w chwili, gdy pojawia si¢ reszta z dzielenia. Wowczas w ilorazie stawiamy
przecinek (separator) dziesietny rownoczesnie dopisujac zero po prawej stronie reszty

i kontynuujemy dzielenie.
Rozwazmy kilka przyktadow.

Przyktad 1

Obliczymy:

a)

b)




d)

7098,125
56785 : 8
-56|
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=40.



20576,166 ... = 20576,1(6)

123457 : 6
~12]
03
]
34
-30
45
- 42
37
-36
10
-6
40
-36

Zwroc¢ uwage na ostatni przyktad. Po postawieniu przecinka dziesietnego od

pewnego miejsca zaczyna powtarzac sie cyfra 6.

Przypomnijmy, ze grupe powtarzajacych sie cyfr w rozwinig¢ciu dziesietnym

nazywamy okresem, za$ liczbe tych cyfr - dlugoscig okresu.

Okres zapisujemy zwykle w nawiasie okrggtym lub z kreska ponad nim:

20576, 1 (6) = 20576, 16

W powyzszym przyktadzie okres ma dtugosc 1.
Rozwazajac przyktady mozemy zauwazy¢ pewng prawidtowos¢.

Po zamianie liczby wymiernej a na utamek zwykty (by¢ moze niewlasciwy) i skroceniu
go do utamka nieskracalnego %, rozi0zmy mianownik g na czynniki pierwsze. Jezeli
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby g wystepuja tylko potegi liczb 21 5, to
rozwini¢cie dziesietne liczby wymiernej a jest skonczone. Zas jesli w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczby g wystepuja liczby rozne od poteg liczb 2 i 5, wowczas
rozwiniecie dziesietne liczby a jest okresowe.
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Przyktad 2

Rozwazmy liczbe 123—0 = %.

Poniewaz w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 20 wystepuja tylko potegi liczb

215 (20 =22. 5),wi¢c rozwiniecie dziesietne liczby g—g jest skonczone.

Mianownik liczby 2% = %7 w rozkladzie na czynniki pierwsze zawiera liczbe 3

(6 = 2 - 3) oraz utamek ten jest nieskracalny.
Oznacza to, ze jego rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone okresowe.

Przyktad 3

Zamienimy liczby o podanym rozwinig¢ciu dziesietnym na utamek zwykty.

2)2,13 = 28 1ub 2,13 = 22

b) 12,468 = 1288 = 12 11T Jub 12,468 = 12168 — 3L
Na przykladzie przypomnimy, w jaki sposoéb mozna liczby o rozwinigciach
okresowych przedstawia¢ w postaci utamkow zwyktych. Wiecej przyktadow

znajdziesz w animacji uzupetniajgcej lekcje.

Przyktad 4

Przedstawimy podane liczby w postaci utamkow zwyktych.
0,1(23)
Niech z = 0,123232323...

Mozemy pomnozy¢ obie strony rownosci przez potege dziesiatki o wykladniku,

ktory jest rowny dtugosci okresu liczby 0, 1(23), czyli przez 10% = 100.


javascript:void(0);

Otrzymamy wowczas rownos¢

100z = 12,323232323. ..

Po odjeciu lewej strony pierwszej rownosci od lewej strony drugiej rownosci
i prawej strony pierwszej rownosci od prawej strony drugiej rOwnosci,

otrzymujemy

100z — =z = 12,323232323. .. -0,123232323. ..

99z = 12,2

o= 122
99

T = 155

Rozwiniecia dziesietne liczb niewymiernych

Jest wiele sposobow znajdowania rozwini¢¢ dziesietnych liczb niewymiernych:

komputery wykorzystuja rozwinigcia funkcji w szereg Taylora (do tego potrzebne jest

pojecie pochodnej funkciji); istnieje algorytm pierwiastkowania pisemnego (nieco

trudniejszy niz algorytm dzielenia pisemnego) oparty na do$¢ elementarnych wzorach

algebraicznych.

W praktyce wykorzystujemy dzi$ kalkulator, komputer lub tablice matematyczne.

Zanotujmy poczatki rozwinie¢ dziesietnych wybranych liczb niewymiernych:

T = 3,14159264. ..

V2 = 1,41421356. ..



V3 = 1,7320508. . .

V5 = 2,23606797. . .

V6 = 2,44948974. . .

V7 = 2,64575131. ..

V10 = 3,1622776. ..

v1l = 3,3166247. ..

v 13 = 3,60555127. ..

V14 = 3,74165738. ..

v 15 = 3,87298334. ..

Na przykladzie liczby v/5 przesledzmy, jak kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego
przyblizajg jej wartos¢. Przypomnijmy, ze pierwiastek kwadratowy z liczby nieujemne;

a to taka liczba b, ktéra podniesiona do kwadratu rowna si¢ liczbie a.

Przyblizenie liczby v/5 Kwadrat przyblizenia
2 4
2,2 4,84
2,23 4,9729

2,236 4, 999696



Przyblizenie liczby v/5 Kwadrat przyblizenia

2,23606 4,9999643236
2,236067 4,999995628489
2,2360679 4,99999965341041

Rozwiniecie dziesietne liczby V5 jest nieskonczone i nieokresowe - im wiecej cyfr
wezmiemy, tym doktadniejsze bedzie przyblizenie.

Przyktad 5

Wyznaczymy rozwini¢cia dziesietne wskazanych liczb niewymiernych

z doktadnoscig do trzech miejsc po przecinku.

\/52—1 ~ 1,41;12—1 _ 0,42142 — 0,2071 ~ 0,207

\/72—1—1 ~ 2,64g7+1 _ 3,6;157 — 1,82285 ~ 1,823

V12 =+4-3=+4-1/3 =23~ 2-1,73205 = 3,4641 ~ 3,464
Podsumujmy powyzsze rozwazania w postaci twierdzenia.

Twierdzenie: Liczba wymierna i niewymierna

Liczba jest wymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jej rozwiniecie dziesietne jest
skonczone lub okresowe.

Liczba jest niewymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jej rozwini¢cia dziesigtne jest

nieskonczone i nieokresowe.

Stownik

okres

grupa cyfr w okreslonej kolejnosci, ktora powtarza si¢ w rozwinieciu dziesietnym

liczby wymiernej



dtugos¢ okresu

liczba cyfr w okresie



Animacja

Polecenie 1
Przeanalizuj informacje zawarte w animacji. Na ich podstawie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /Dhpl4CHss

Filmik dotyczgcy rozwinigcia dziesietnego.

Polecenie 2

Rozwiagz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Kazda liczbe wymierng mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia dziesietnego okresowego.

‘ Tak ] H Nie ] H Nie mozna stwierdzi¢ jednoznacznie || ’

. 1 . ,
Liczba < jest rowna:

\02[:1”01(9)[31 \/004[:]

Rozwiniecie dziesietne I|czby z doktadnoscia do trzech cyfr po przecinku to:
3,23 (]| 3,233 (]| 3,232 [j]

Rozwiniecie dziesietne liczby % jest réwne:
11, (142858) [ ] 1, (142856) [ ) H 1,(142857) () ]

Kwadrat rozwiniecia dziesietnego liczby V62 doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku

jest rowny:

5,992704 [ ] || 5,997601 (]| 6,0025 (] |



https://zpe.gov.pl/a/Dhpl4CHss

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Utamek zwykty

|cn E|~1 ﬁ|w g|w oo|on | wo|os | ol

—
\V]
ot

olw | 2[5

skonczone
skonczone
skonczone
skonczone
skonczone
skonczone
skonczone
skonczone

skonczone

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Rozwiniecie dziesietne

O|0|00]0|0|0/00

okresowe
okresowe
okresowe
okresowe
okresowe
okresowe
okresowe
okresowe

okresowe

Rozwiniecie dziesietne

O

OO0 00|00

O

Rozstrzygnij, czy rozwiniecie dziesietne podanych utamkoéw jest skonczone czy okresowe.
Nie wykonuj dzielenia pisemnego, nie uzywaj kalkulatora. Wybierz poprawng odpowiedz.



Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary utamki zwykte z ich rozwinieciami dziesietnymi. Mozesz wykona¢ dzielenie
pisemne.

i 1,25

S 1,2(142857)

3 1,75

< 1,8(3)

Al 1,(153846)

2 1,1875

7 1,1(6)

T 1,(6)

- 1,(285714)

I 1,(3)
Cwiczenie 3 O

Przedstaw liczbe 0, (37) w postaci utamka zwyktego.




Cwiczenie 4

Potacz w pary liczby rowne. Nie korzystaj z kalkulatora.

0, (43)
0,4(3)
0,3(4)

0,(34)

34
99

31
90

13
30

43
99



Cwiczenie 5 ®
Czescig catkowita (lub podtogg) liczby x nazywamy najwiekszg liczbe catkowita

niewigksza od liczby x. Cze$¢ catkowitg liczby x oznaczamy [z].

Na przyktad:
[4] =4
3,14] =3

Wyznacz czesci catkowite podanych liczb niewymiernych. Uzupetnij komoérki tabeli,
wpisujac odpowiednie wartosci.

Liczba niewymierna x Czes¢ catkowita liczby x

V5

V20

V17

V13

s
2

—/10

—V15

—V19

—107




Cwiczenie 6

Podaj rozwiniecia dziesietne podanych liczb niewymiernych z doktadnoscia do trzech
miejsc po przecinku. Uzupetnij tabele odpowiednimi wartosciami.

Liczba Rozwiniecie dziesietne z doktadnoscia do trzech miejsc po
niewymierna przecinku
A
R
R
N
R
T
2
V3 o
2
VB e
2
0,523 ] 11,118 ] 1,571 ] \ 6,283 ] \ 1,047 ] ‘ 0,785 ] ‘ 0,707 ] ‘ 0, 866 ]

Cwiczenie 7

Uporzadkuj podane liczby niewymierne w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej,
umieszczajace je w pustych polach.

| < < < <
NG ‘ V5 ‘ V51 V5+2 V5+3
1 6 20 25




Cwiczenie 8 @

Czescig utamkowa (mantysa) liczby « nazywamy liczbe {z} = = — [z],

gdzie:

[x] - oznacza cze$¢ catkowita liczby .

Przyktady:

{n} =7 —[r] =7 —3=0,141592653589732. ..

{2,123} = 2,123 — [2,123] = 2,123 — 2 = 0,123

{~4,3} = —4,3 — [~4,3] = —4,3 — (=5) = —4,3+5=10,7

Dla podanych liczb wymiernych wyznacz cze$¢ catkowita i czes¢ utamkowa.
Uzupetnij tabele odpowiednimi wartosciami.

Liczba wymierna Czesc catkowita Czesc utamkowa

________________________________________________________________________________

3,125

_______________________________________________________________________________

z
8

_______________________________________________________________________________

—4,5

_______________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

—5,4

_______________________________________________________________________________

73
50

_______________________________________________________________________________

o] o8] [3] (o5 ][ 5] [ =8 ] (=2 ] [0.125 ][ 05 ] [ 0,875




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwinigcia dziesi¢tne liczb rzeczywistych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,

potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:

e Wyznaczysz rozwiniecia dziesietne liczb wymiernych.



e Rozpoznasz rozwini¢cia dziesietne liczb niewymiernych.

e Przedstawisz utamek okresowy w postaci utamka zwyktego.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e metoda kosza i walizki;

e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

e praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna /tablica, pisak/kreda.
Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore beda

poruszane podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu

zajec, na ktore odpowiedzg w trakcie lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1w sekcji ,Animacja” - ,Przeanalizuj informacje
zawarte w animacji. Na ich podstawie wykonaj polecenie.” - prosi uczniow, aby
zapoznali sie z materialem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci
i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty w nim przedstawione - nauczyciel

ttumaczy je na forum klasy.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac
¢wiczenia numer 11 2. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie
ustosunkowuje si¢ do nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi,

dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 7 i 8, ale nastepnie porownujg

swoje odpowiedzi z kolega lub kolezankg.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

7

sie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na

zajeciach.



Materialy pomocnicze:

Zbior liczb rzeczywistych. Prawa dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace

analizy problemu w temacie ,Rozwinig¢cia dziesi¢tne liczb rzeczywistych”
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