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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W matematyce rozroézniamy roznego rodzaje zbiory. Jednym z kryteriow rozrézniania
zbiorow jest ich liczebno$¢. Przypomnijmy, ze zapis {1, 2, 3} oznacza zbior, ktorego
jedynymi elementami sg liczby 1, 2 i 3. Jest to przyktad zbioru skonczonego
trzyelementowego. OmowiliSmy juz tez przyktady zbioréw o nieskonczonej liczbie
elementow, np. zbior liczb naturalnych {0, 1,2, 3,4,5,6,7, ... }. Innym przyktadem

zbiorow nieskonczonych sg przedziaty, ktore szczegdlowo omowimy w tej lekcii.

Twoje cele

e Zapiszesz rozwigzanie nierowno$ci podwojnej przy pomocy przedziatu.

e Zilustrujesz rozwiazanie nierownos$ci podwojnej na osi liczbowe;j.



Przeczytaj

Ogolnie mowigc przedziatem nazywamy pewien podzbior zbioru liczb rzeczywistych

o nieskonczenie wielu elementach, ktory zawiera wszystkie liczby z podanego zakresu.

W tej lekcji skupimy si¢ na omowieniu przedziatow ograniczonych. Wyr6zniamy cztery
ich rodzaje. Ustalmy najpierw dwie liczby rzeczywiste a i b, dla ktorych zachodzi

warunek a < b.

Przedzialem obustronnie domknietym o koncach a i b nazywamy zbior wszystkich
liczb rzeczywistych x, ktore spetniaja warunek a < x < b. Fakt, ze x nalezy do
przedziatu obustronnie domknigtego o koncach a i b mozemy zapisa¢ nastepujaco

z € (a, b).

Przedzial obustronnie domkniety mozemy zilustrowac na osi liczbowej pamietajac

o umowie, ze konce przedzialu zaznaczamy wyraznie zamalowanymi koteczkami:

Przedzialem obustronnie otwartym o koncach a i b nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych z, ktore spelniaja warunek a < z < b. Fakt, ze = nalezy do przedziatu

obustronnie otwartego o koncach a i b mozemy zapisa¢ nastepujaco = € (a, b).

Przedzial obustronnie otwarty mozemy zilustrowac na osi liczbowej pamietajgc

o umowie, ze konce przedzialu zaznaczamy koteczkami, ktore nie sq zamalowane:



Przedzialem prawostronnie domknietym i lewostronnie otwartym o koncachaib
nazywamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, ktore spelniaja waruneka < = < b.
Fakt, ze x nalezy do przedzialu prawostronnie domknietego i lewostronnie otwartego

o koncach a i b mozemy zapisa¢ nastepujaco x € (a, b).

Przedzial lewostronnie otwarty i prawostronnie domkniety mozemy zilustrowac na
osi liczbowej pamietajac o umowie, ze lewy koniec przedzialu zaznaczamy koteczkiem,

ktore nie jest zamalowane, za$ prawy - koteczkiem, ktore jest zamalowane:

Przedzialem lewostronnie domknietym i prawostronnie otwartym o koncachaib
nazywamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych z, ktore spetniajg waruneka < z < b.
Fakt, ze x nalezy do przedziatu lewostronnie domknietego i prawostronnie otwartego

o koncach a i b mozemy zapisa¢ nastepujaco x € (a, b).

Przedzial prawostronnie otwarty i lewostronnie domkniety mozemy zilustrowac na
osi liczbowej pamietajac o umowie, ze prawy koniec przedziatu zaznaczamy

koteczkiem, ktore nie jest zamalowane, za$ lewy - koteczkiem, ktore jest zamalowane:



Zwrocmy jeszcze uwage na pewne istotne rozroznienie. Omawiane w tej lekcji
przedzialy z jednej strony sa zbiorami nieskonczonymi, co oznacza, ze nalezy do nich
nieskonczenie wiele liczb, ale jednoczesnie sg zbiorami ograniczonymi. Mowimy, ze
zbior A jest ograniczony, jesli istniejg liczby m i M takie, ze dla kazdego elementu
zbioru A zachodza warunki m < x oraz & < M. Liczbe m nazywamy ograniczeniem
dolnym zbioru A, za$ liczbe M - ograniczeniem géornym zbioru M. Widzimy zatem, ze
istniejg zbiory ograniczone i nieskonczone jednocze$nie. W nastepnych lekcjach

poznasz przedzialy nieograniczone.

Przyktad 1

Przedziat (—2, 3) jest zbiorem wszystkich liczb wigkszych lub réwnych (—2)

i jednocze$nie mniejszych lub rownych 3. Ten przedziat liczbowy na osi mozna

zilustrowac nastepujgco:

.

—2

Przedzial (—2, 3) jest zbiorem wszystkich liczb wiekszych od (—2) i jednoczeénie

mniejszych od 3. Ten przedzial na osi mozna zilustrowac nastepujaco:



javascript:void(0);

Przedziat (—2, 3) jest zbiorem wszystkich liczb wigkszych od (—2) i jednocze$nie

mniejszych lub rownych 3. Ten przedzial na osi mozna zilustrowac¢ nastepujaco:

—5 3 X

Przedzial (—2, 3) jest zbiorem wszystkich liczb wiekszych lub réwnych(—2)

i jednocze$nie mniejszych od 3. Ten przedziat na osi mozna zilustrowac

nastepujaco:

Przyktad 2

Rozwigzemy nier6wnos¢ podwojng 3 < 2z — 1 < 5.

Zauwazmy, ze jesli do kazdego z wyrazen wystepujacych w nierownosci podwojne;j

dodamy 1, otrzymamy warunek rownowazny:

3+1<2x—-1+1<5+1

4 < 2x < 6.

Zauwazmy teraz, ze po podzieleniu kazdego wyrazenia wystepujacego

w powyzszej nierownosci podwojnej przez 2, rowniez otrzymamy warunek

rOwnowazny:

4 2z 6
ST <73



2<x <3

Rozwigzanie powyzszej nierownosci mozemy zapisac¢ przy pomocy przedziatu
z € (2, 3).

Przyktad 3
Sposrod liczb {\/5, m; 5, 5; %; 5,(3); %; Vv63; |1 — 277]} wybierzemy te,
ktore nalezg do przedziatu <\/§, 5>.

Zauwazmy najpierw, ze do przedziatu nalezg liczby wigksze lub rowne V3~ 1,73
i jednoczesnie mniejsze lub rowne 5. Wykonajmy przeksztalcenia, ktore utatwig

nam szacowanie wartosci wskazanych liczb:

|l\9
S
(@)
| b

10 _ 10 5 _ 10v5 ~
T Vs Vs T s =2VhmAMT

V63 < v64 =4

|1 —2n| =27 —1~5,28.

Zatem do przedziatu <\/§, 5> nalezg liczby , % oraz +/63. Pozostale liczby nie

nalezg do wskazanego przedzialu, poniewaz:
V2 <V3;5,5>5 2 >55,(3) > 5|1 - 27| > 5.

Przyktad 4

Wyznaczymy warto$ci parametru m, dla ktorych do przedziatu (—4, m) nalezy
doktadnie 8 liczb catkowitych.

Zauwazmy najpierw, ze jeSlim < —4, to przedziat jest zbiorem pustym.
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Zatemm > —4.

Najmniejsza liczba catkowitg ujemna, ktora moze naleze¢ do rozwazanego

przedziatu jest liczba (—3).

Jesli do tego przedzialu ma nalezec jeszcze jakas$ liczba catkowita, to musi by¢ to

liczbg wieksza lub réwna (—3).

Najprosciej bedzie wymienic¢ 8 kolejnych liczb catkowitych zaczynajac od liczby

(=3).
Sa to kolejno: —3, -2, —1,0,1, 2, 3, 4.
Zatem najwiekszg liczbg catkowitg nalezaca do przedziatu (—4, m) jest liczba 4.

Zatem m moze by¢ rowne 4 i moze by¢ “nieco” wigksze od 4, ale nie moze by¢
rowne 5 (gdyby m = 5, to liczba 5 roOwniez nalezataby do rozwazanego przedziatu

i wowczas w przedziale znajdowatoby si¢ 9, a nie 8 liczb catkowitych).

Zatem warunki zadania spelnia kazda liczba m nalezaca do przedziatu (4, 5).

Wazne!

Kolejnos¢ koncow przedziatu jest bardzo istotna.

Chociaz z definicji przedziatu ograniczonego jesli jego prawy koniec jest wiekszy

od lewego, to mozna wprowadzi¢ umowe, ze jezeli oba konce przedziatu
obustronnie domkni¢tego sa rowne, wowczas przedzial ten opisuje zbior

jednoelementowy.

Na przyktad (5, 5) = {5}.

Umowa ta jest rozszerzeniem tradycyjnej definicji przedziatu i nie stoi z nig

W SPrzecznosci.
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Stownik

przedziat liczbowy

spojny podzbior liczb rzeczywistych

przedziat liczbowy ograniczony

zbior wszystkich liczb rzeczywistych zawartych miedzy dwiema ustalonymi
liczbami

zbior pusty

zbior, ktory nie zawiera zadnego elementu; jego symbolem jest przekreslone kotko

lub przekreslone zero: ()



Film samouczek

Polecenie 1
Przeanalizuj informacje zawarte w filmie samouczku. Na ich podstawie wykonaj

Polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DbrpfP772

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczgcego przedziatow liczbowych

ograniczonych.

Polecenie 2

Rozwiagz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Przedziat (—2, 3) jest zdefiniowany przez warunek:

—2<z<3(]|[-2<z<3(]J| -1<z+1<4(]]

Przedziat (—5, 5) zawiera:

‘ 8 liczb catkowitych [ ] H 9 liczb catkowitych [ ] H 11 liczb catkowitych [ ] ’

Przedziat (—4, 7) jest:

‘ lewostronnie domkniety | H prawostronnie domkniety [ ] H ograniczony [ | ’

Przedziat (—4, 9):

‘ nie ma wartosci najmniejszej [ | H zawiera 13 liczb catkowitych [ ] ’

‘ nie ma wartosci najwiekszej [ | ’

Rozwigzaniem nieréwnosci podwéjnej —7 < 2x — 3 < 1 jest przedziat:

(2,2 (][ (-2,2) O] (-8, 8 O]



https://zpe.gov.pl/a/DbrpfP7Z2

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Przyporzadkuj przedziaty ich ilustracjom na osi liczbowej. Przeciggnij i upusc.
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Cwiczenie 2

Potacz w pary nierdwnosci podwéjne i opisujace je przedziaty.

—V3<z<V2
—V2<z<V3
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—V2<z2<+/3

Cwiczenie 3

5
5

8
M

S
5

8
m

5
5

8
m

8
M

5
5

8
m

5
5

8
M

5
5

8
M

|
)
=
S N~ ~— ~ ~ N— ~

5
5

8
m

Rozwiaz nierownos¢ podwdjna. Rozwigzanie zapisz w postaci przedziatu.

b) -5 <2x—-5<T.



Cwiczenie 4

Zaznacz warianty pawdziwe.

Przedziat A
(0, 3)
(=5, 0)
%

(0, 1)
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Liczba x
33—
2 -5
3
V3

1-v2

Czy liczba x nalezy do przedziatu A?
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Cwiczenie 5 Q@

Przyjmijmy umowe, ze “przedziat” obustronnie domkniety (a, a) zawiera doktadnie jeden
element, ktérym jest liczba a. Zatem (a, a) = {a}. Dla podanych ponizej przedziatéw
podaj zbiér wartosci parametru m, dla ktérych sg one zbiorami niepustymi.

Przeciagnij i upusc.

Warunek definiujacy wartosci parametru m, dla ktérych przedziat A nie

Przedziat A .
Jest pusty

________________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

‘m§—4Hm<—4Hm>—4HmZ—4Hm>—4Hm<—4’

Cwiczenie 6 O
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych przedziat (—4, 2m) zawiera

doktadnie 10 liczb catkowitych.



Cwiczenie 7 @

W kazdym przypadku podaj catkowitg wartos$¢ parametru m, dla ktérej w danym przedziale
znajduje sie wskazana liczba liczb catkowitych. Wpisz poprawna liczbe.

) Liczba liczb catkowitych Catkowita wartos¢
Przedziat ) .
nalezacych do przedziatu parametru m
(5, m) 4
(5, m) 5
(5, m) 6
(5, m) 7
Cwiczenie 8 @

Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Przedziat (—2, 2m) nie jest zbiorem pustym wtedy i tylko wtedy, gdy:

m>0(|[m>-1]|m>-1[]]

Do przedziatu (—m, m) nalezy doktadnie 8 liczb catkowitych dla:

‘m:4[me:5[:]H2adnegom[j’

Do przedziatu (—m, 2m) nalezy doktadnie 8 liczb catkowitych dla:

‘m=3[me=2[:]H2adnegom[j’

Zbiér wszystkich liczb spetniajacych nieréwnosé |z| < 3 jest przedziatem:

1(0,3) (][ (-3,3) (1] (0,3) (]|

Zbiér wszystkich liczb spetniajacych nieréwnoé¢ 2 < 9 jest przedziatem:

1(0,3) ][ (=3,3) ][ 0, 3) O]




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przedzial liczbowy ograniczony

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
6) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi

liczbowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



e zapisze rozwigzanie nierownosci podwojnej przy pomocy przedziatu;

e zilustruje rozwigzanie nierownosci podwojnej na osi liczbowe;.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e dyskusija;

e objasnienie nowej wiedzy.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:
1. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do
wspomnianego tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie

wyczerpia pomysty, a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je

dopowiada.

Faza realizacyjna:



1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg
sie z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady
i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadaja na

nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel

sprawdza poprawnosSc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezgco.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3,41 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie

potrzeby uzupetnia informacje.

4. Uczniowie wykonujga indywidualnie ¢wiczenia 6, 7 i 8, ale nastepnie porownujg

swoje odpowiedzi z kolega lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e Przedzialy liczbowe

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Film samouczek” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy

powtorzeniu materiatu w temacie ,Przedziat liczbowy ograniczony”.
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