Katy miedzy odcinkami a ptaszczyznami w stozku
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Zrodto: Lucas George Wendt, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Umiesz juz wykresla¢ przekroje stozka. W tym materiale dokonasz analizy zadan
dotyczacych katéw miedzy odcinkami i ptaszczyznami stozka. Nauczysz si¢ kresli¢ rysunki
pomagajace zaplanowac strategie rozwigzania takich zadan. Przekonasz si¢, ze zadania
geometrii przestrzennej mozesz rozwigzywac¢ wykorzystujgc podstawowe twierdzenia
geometrii plaskie;j.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ zaznaczac¢ katy miedzy ptaszczyznami a odcinkami w stozku.
o Wykorzystasz zwigzki miarowe geometrii ptaskiej oraz zwigzki trygonometryczne do
rozwiazywania zagadnien zwigzanych z geometrig przestrzenna.




Przeczytaj

W tym materiale wykorzystamy definicje kata miedzy prostg i ptaszczyzng.
Przeanalizujemy zadania dotyczgce katow, jakie mozemy wykresli¢ w stozku pomiedzy

jego plaszczyzng podstawy a odpowiednim odcinkiem.

Zapoznaj si¢ z apletem Geogebry, ktory przedstawia najbardziej charakterystyczne
katy w stozku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DIBhBAOKKk

Zwroc¢ uwagge, ze do zaznaczenia katow pomiedzy tworzgcymi stozka a ptaszczyzng
podstawy wystarczy wykresli¢ przekroj osiowy stozka. Spostrzezenie to pomoze nam

zaplanowac strategie rozwigzania zadania.

Przyktad 1

Pole powierzchni przekroju osiowego stozka wynosi 80 cm?. Kat miedzy

tworzacg stozka a ptaszczyzng podstawy stozka ma miar¢ . Obliczmy objetosc¢

stozka.
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Rozwigzanie

Wykreslmy przekroj osiowy stozka i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

= |OS| - dtugo$¢ wysokosci stozka
| = | BS| - dlugo$c¢ tworzacej stozka
2r = |AB| - dlugos¢ érednicy podstawy stozka
|<<ABS| = a - miara kata nachylenia tworzgcej stozka do ptaszczyzny podstawy

stozka

Z warunkow zadania mamy ukiad zaleznosci: - 2r- H = 801 = —tg Q.

Stad H = r- tg o, zatemr - r- tg a = 80.

Stad wynika, ze r = \/tga = jz/g; H = jz/_ tga—4\/5 tg a.

ObjetosSc stozka obliczamy ze wzoru V = 3 Lwr?H, zatem

_ 1 _ 3204/5tga 3
V= tga 4\/5 tg a 3‘4{(1 T cm®.

Przyktad 2

Trojkat rownoramienny o bokach dlugosci a, a, av/'3 jest przekrojem osiowym

stozka. Wyznaczmy miare kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny



podstawy stozka.

Rozwigzanie

WykresSlmy przekrdj osiowy stozka i przyjmijmy oznaczenia.
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|AB| = aV/3 - dlugo$¢ érednicy podstawy stozka

|BS| = a - dlugo$c¢ tworzacej stozka
|<<ABS| = a - miara kata pomiedzy tworzgcg stozka i ptaszczyzng podstawy

stozka

1
Zauwazmy, Z€e Cos o = '@j’ = 2aa\/§ = @, stad mamy o = 30°.
Przyktad 3

Dlugo$c¢ tworzacej stozka jest 0 4 cm dituzsza od dtugosci Srednicy podstawy
stozka. Tworzaca stozka tworzy z ptaszczyzng podstawy stozka kat o, taki, ze
sina = @. Obliczmy pole powierzchni bocznej stozka.

Rozwigzanie

Wykreslamy przekroj osiowy stozka i przyjmujemy oznaczenia.



|BS| = [ - dtugos¢ tworzacej stozka
|BO| = r - dlugo$¢ promienia podstawy stozka
|<<ABS| = a - kat pomiedzy tworzgcg stozka i ptaszczyzng podstawy stozka

Z warunkoéw zadania mamy uktad zalezno$ci: | = 2r +4icosa = T.

2

Korzystajac z zalezno$ci sin? a + cos? o = 1, wyznaczymy warto$é cos a.

[\V]

Mamy zatem (@) + cos? a = 1. Wiedzac, ze kat a jest katem ostrym

; — 3
otrzymujemy cosa = 3.

. . ., . . (2.3
Podstawiajac do naszego uktadu warunkow otrzymujemy zaleznosc¢: ¢ = 5,

stad 3(2r + 4) = 8r,a stad wynika, zer = 61l = 16.

Pole powierzchni bocznej stozka wynosi P, = 7rl = 7+ 6 - 16 = 967 cm?.

Przyktad 4

Na wspolnej podstawie zbudowano dwa stozki (jeden wewnatrz drugiego). Kaqt
pomiedzy tworzaca ,nizszego” stozka i plaszczyzng podstawy ma miare o, a kat
pomiedzy tworzacg ,wyzszego” stozka i ptaszczyzng podstawy ma miare .
Roznica wysokosci stozkow jest rowna a. Wyznaczmy objetoS¢ bryly zawartej

pomiedzy powierzchniami bocznymi tych stozkow.

Rozwigzanie



WykresSlmy przekroj osiowy tak zbudowanych stozkow i przyjmijmy oznaczenia.

S
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|OS1| - dtugos¢ wysokosci ,nizszego” stozka
|OSs| - dtugos¢ wysokosci ,wyzszego” stozka

|OB| = r - dlugo$¢ promienia podstawy stozka

Objetosc¢ czesci zawartej pomiedzy powierzchniami bocznymi stozka obliczymy
jako rc')ZniC(—; objetosci odpowiednio stozka ,wyzszego” i ,nizszego” Mamy zatem:
V = 1ar?-|08s] — +7r? - |0S1| = $7r? - (|OS2| — |0S4|) = +7r? - a

Wystarczy zatem wyznaczy¢ dtugos¢ promienia podstawy stozka.

|051| ,stad

|OS2‘ , stad

Zauwazmy, ze z trojkata OBS1 mamy zalezno$¢ tg o =
|08S1| = r- tg aiz trojkata OBS, mamy zalezno$¢ tg f =
|0Ss| =7 tg B.

Z warunkow zadania wiemy, ze a = |OS3| — |OS1], zatema = 7- tg f — r- tg a.

a
tgB—tga *

Stad a = r(tg f— tg o), zatemr =



Szukana objeto$¢ wyraza sie zatem wzorem

2
1 a a’m
V=21r. q=—%T
3 tgB8—tga 3(tgB—tga)?

Przyktad 5

Stosunek pola powierzchni catkowitej stozka do pola powierzchni bocznej stozka

jest rowny \/32+2 . Wyznaczmy miare kata nachylenia tworzgcej stozka do

plaszczyzny podstawy.

Rozwigzanie

Wykreslmy przekrdj osiowy stozka i przyjmijmy oznaczenia.

|BS| = [ - dtugos$¢ tworzgcej stozka
| BO| = r - dtugo$¢ promienia podstawy stozka
|<tABS| = « - miara kgta pomiedzy tworzgcg stozka i ptaszczyzng podstawy

stozka

4 . P omr(rHl) el g
Z warunkow zadania mamy: == = =T +1.
Zauwazmy, ze § = cosa, zatem § +1= Y52 stad § = 52 — 1,

Stad wynika, ze cos a = @, zatema = 30°.



Stownik

przekrdj osiowy stozka

przekroj stozka plaszczyzna zawierajaca os$ obrotu stozka; przekroj osiowy stozka

jest trojkatem rownoramiennym

kat pomiedzy prosta i ptaszczyzna

kat miedzy prostg a jej rzutem prostopadtym na plaszczyzne



Aplet

Polecenie 1

Jak zwina¢ stozek z wycinka kota? Czy kat srodkowy wycinka kota, z ktérego tworzymy
stozek, jest katem rozwarcia stozka lub katem nachylenia tworzacej stozka do
ptaszczyzny podstawy? Zapoznaj sie z ponizszym apletem i na jego podstawie postaraj

sie odpowiedzie¢ na te pytania.

Zauwaz, ze pole wycinka kola jest rowne polu powierzchni bocznej stozka.

Polecenie 2
Powierzchnia boczna stozka o wierzchotku S, po rozwinieciu jest wycinkiem kota
o kacie srodkowym miary 120°. Oblicz cosinus kata o nachylenia tworzacej [ stozka do

ptaszczyzny podstawy.

Polecenie 3
Z wycinka kota o kacie sSrodkowym «a zwinieto stozek, w ktorym tworzaca jest

nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 3. Udowodnij, ze cos 8 = 3¢5+




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @

Na rysunku wykreslono przekréj osiowy stozka. Przeciagnij poprawng odpowiedz.

Cwiczenie 2 @

Uzupetnij zdanie.

A B

Cwiczenie 3 O



Cwiczenie 4 ®
Na rysunku wykreslono wycinek kota, z ktérego zwinieto stozek o kacie nachylenia

tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy miary a.

S

Cwiczenie 5 ®
Tworzaca stozka ma dtugos¢ 10 cm i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod

katem 45°. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.

Cwiczenie 6 O
Przekrojem osiowym stozka jest trojkat réwnoramienny o polu powierzchni rownym
254/15 cm?. Cosinus kata nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy

WYNOSi %. Wyznacz pole powierzchni catkowitej stozka.

Cwiczenie 7 @
Pole powierzchni bocznej stozka jest cztery razy wieksze od pola powierzchni
przekroju osiowego stozka. Wyznacz sinus kata nachylenia tworzacej stozka do

22

ptaszczyzny podstawy. W obliczeniach przyjmij 7w ~ =*.

Cwiczenie 8 @
Na wspdlnej podstawie zbudowano dwa stozki (jeden wewnatrz drugiego). Kat
pomiedzy tworzaca ,nizszego” stozka i ptaszczyzng podstawy ma miare «, a kat
pomiedzy tworzaca ,wyzszego” stozka i ptaszczyzng podstawy ma miare 2a. Dtugos$é
wysokosci ,nizszego” stozka wynosi b. Wyznacz stosunek objetosci ,wyzszego” stozka

do objetosci ,nizszego” stozka.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Bochenek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy odcinkami a plaszczyznami w stozku

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria

Uczen:
6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje kgt pomiedzy tworzacg stozka i ptaszczyzna podstawy stozka;
» bada zwigzki miarowe mi¢dzy odcinkami na wykreslonym przekroju osiowym stozka;
e przeprowadza proste rozumowanie pomagajace ustali¢ strategi¢ rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja w oparciu o ¢wiczenia interaktywne
e pokaz



e analiza pomystow
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu,

projektor multimedialny,

e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj’.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat: , Katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami w stozku” i cele
zajec.
2. Ustala wraz z uczniami kryteria sukcesu po przeprowadzonej lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla uczniom aplet i czyta pytania z Polecenia 1. Wybrani uczniowie
odpowiadaja na nie.

2. Nauczyciel dzieli klase na 5 grup i przydziela kazdej grupie jedno polecenie z sekcji
»Przeczytaj”. Uczniowie przygotowuja rozwigzania i wspolnie omawiajg sposob
rozwigzania zadania umieszczonego w danym poleceniu na forum klasy.

3. Uczniowie w grupach dzielg si¢ na mniejsze podgrupy i przygotowuja rozwigzania
¢wiczen od 1do 7z sekcji ,Sprawdz sig¢”

4. Wyznaczony przez nauczyciela uczen omawia rozwigzanie zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Nauczyciel podsumowuje lekcje — wskazuje mocne i stabe strony uczniow.

Praca domowa:



1. Uczniowie rozwigzuja w parach ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz Poleceie 2
i Polecenie 3 z sekciji ,Aplet”.

Materialy pomocnicze:

 Siatka stozka, pole powierzchni stozka
e Przypomnienie wiadomosci dotyczacych wycinka kota

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel wykorzystuje aplet do zaakcentowania zwigzku pomiedzy wycinkiem kota

i ptaszczyzna boczng stozka. Podkres$la zwigzek pomiedzy katem srodkowym wycinka kota
a katem nachylenia tworzgcej stozka do ptaszczyzny podstawy. Moze go rowniez
wykorzystac przy realizacji tematu ,,Siatka stozka”.


https://epodreczniki.pl/a/stozek-pole-powierzchni-stozka/DxvmFTcL5
https://epodreczniki.pl/a/wycinek-i-odcinek-kola/DTcAmcvin

