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Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych z dwiema

niewiadomymi

Zrédto: cottonbro, dostepny w internecie: https:/pexels.com/.

Bartek i Tomek majg razem 780 zt oszczednosci. Jednak Tomek ma o 250 zt wigcej od
Bartka.

Jak policzy¢ ile oszczednosci ma kazdy z chtopcow?

Czy jest tylko jedna prawidtowa odpowiedz na to pytanie?

W tym materiale zajmiemy si¢ pojeciem rozwigzania uktadu rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi.

Twoje cele

o Sformutujesz definicje rozwigzania uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi.

e Sprawdzisz, czy dane liczby sa rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi.

o Przedstawisz graficzng ilustracje uktadu rownan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi.

e Odczytasz liczbe rozwigzan ukladu rownan na podstawie jego ilustracji graficzne,;.



Przeczytaj

Definicja: Uktad réownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

a T+ by =c
asx + bay = ¢y’

gdzie:

x oraz y — oznaczajg niewiadome,

a1, as, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych « oraz v,
c1 i c2 — nazywamy wyrazami wolnymi.

Przy czym wspotczynniki przy odpowiednich niewiadomych nie sa rownoczesnie
zerami.

Przyktad 1
Znajdziemy dwie liczby naturalne, takie, ze ich suma wynosi 10, a ich réznica 4.

Zapiszemy warunki podane w tresci zadania za pomoca dwoch rownan z dwiema
niewiadomymi. Pierwszg z liczb oznaczymy x, a drugg y.

Wtedyz +y=10iz —y = 4.

Warunki te mozemy zapisa¢ w postaci uktadu rownan liniowych z dwiema

niewiadomymi
z+y=10
r—y=4"

Fatwo odgadna¢, ze szukane liczbytox = 7iy = 3.

Sprawdzimy, czy spelniajg one nasze rownania, czyli czy po podstawieniu wartosci ¢ = 7
i y = 3 dorownan w miejsca niewiadomych otrzymamy tozsamosci.

Pierwsze rownanie.
Li=x+y=74+3=10=P,;

A zatem para (7, 3) spelnia to rownanie.



javascript:void(0);

Drugie rownanie.
A zatem para (7, 3) spelnia to rownanie.

=10
Para (7, 3) spetnia kazde z rownan, a wiec spetnia uktad tych rownan {a: Y 4
T—y=
Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy kazdg pare
liczb spelniajaca jednoczesnie kazde réwnanie danego uktadu rownan.

Przyktad 2

Sprawdzimy, ktora para liczb (2, 3), (—6,9) jest rozwigzaniem uktadu rownan

W przypadku takiego ukiadu trudno jest odgadna¢ rozwigzanie.

Musimy wiec sprawdzi¢ wartosci liczbowe wyrazen uzyskanych po praweji lewej
stronie kazdego z rownan ukladu, po podstawieniu w miejsce niewiadomych
odpowiednich liczb.

Jedli lewa strona réwnania bedzie rowna prawej (L = P), w kazdym z dwéch rownan, to
para speinia uktad rownan, a wiec jest jego rozwigzaniem.

Para (2, 3).
Pierwsze rownanie.

Li=3z+2y=%5-2+2-3=14+2=3=P

wolro

A zatem para (2, 3) spetnia to réwnanie.

Drugie rownanie.

L=te+ly+d=1.2+33+42-202_ D,y p

7

=30

A zatem para (2, 3) nie spelnia tego réwnania.
Nie jest wiec rozwigzaniem uktadu réwnan.

Para (—6,9).


javascript:void(0);

Pierwsze rownanie.
Li=3z+2y=%-(-6)+2-9=-3+6=3=P
A zatem para (—6, 9) spelnia to rownanie.

Drugie rownanie.

Lo detZyt 2ol (@lo9siobdsr_u s p

A zatem para (—6, 9) spelnia to rownanie.

Para (—6, 9) spelnia kazde z réwnan, a wiec jest rozwigzaniem uktadu réwnan

3T+ 3y=3
%x%—%y:%:?

Przyktad 3
Wrocmy teraz do problemu, ktory pojawit sie na poczatku materiatu.

Bartek i Tomek majg razem 780 zt oszczednoSci. Jednak Tomek ma o 250 zt wigcej od
Bartka. Jak policzy¢ ile oszczednosSci ma kazdy z chtopcow? Czy jest tylko jedna
prawidtowa odpowiedz na to pytanie?

Oznaczymy przez z oszczednosci Bartka, a przez y oszczednosci Tomka.

Warunki wynikajgce z tresci zadania mozemy zapisa¢ w postaci uktadu rownan
liniowych z dwiema niewiadomymi

x+y="780
y=1x+ 250

Aby odpowiedziec¢, czy jest tylko jedna prawidlowa odpowiedz na to pytanie, mozemy
narysowac wykresy rownan i sprawdzi¢ ile majg punktow wspolnych.
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Widzimy, ze wykresy maja jeden punkt wspolny, a wiec istnieje tylko jedna para liczb,
spetniajgca jednoczesnie obydwa rownania, zatem istnieje tylko jedno rozwigzanie tego
uktadu rownan.

Aby je znaleZ¢, mozemy latwo zapisa¢ uklad réwnan w postaci jednego rownania z jedng
niewiadomg.

x + z + 250 = 780

2z = 780 — 250

T = 265

A wtedy korzystajac z drugiego rownania obliczmy y.
y =z + 250 = 265 + 250 = 515.

Mozemy zatem odpowiedzie¢ na pytanie:

Bartek ma 265 zt oszczednosci, a Tomek ma 515 zt.

Istnieje tylko jedna para liczb, bedaca rozwigzaniem tego uktadu rownan i spetniajgca
warunki zadania.

Definicja: Uktad réwnan oznaczony

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktorego rozwigzaniem jest doktadnie

jedna para liczb, nazywamy uktadem oznaczonym.

Sprawdzimy, czy uklad rownan moze mie¢ wiecejniz jedno rozwigzanie.



Na podstawie przyktadu 2 widzimy, ze liczba rozwigzan uktadu réwnan liniowych jest taka
sama, jak liczba punktow wspolnych dwoch prostych, bedacych wykresami rownan
sktadowych rozpatrywanego uktadu.

A zatem mamy jeszcze tylko dwie mozliwosci - proste sie pokrywajg lub sg rownolegte
i roztgczne.

Przyktad 4

Znajdzmy rozwiazania uktadu réwnan liniowych

ty-do=fyri-a
5m+%y+%:2—|—4m'

Kazde z rownan ukladu przeksztalcamy rownowaznie doprowadzajgc do najprostsze;j
postaci.

Jy—gz=3y+l-z|3
5z + sy+ + =2 +4x |2

{2y—x:1y—i—3—3x

10z +y+1=4+8z

2 +y=3
2 +y=3

OtrzymaliSmy takie same rownania, a wiec ich wykresy pokrywaja sie.

20 +y=3

-5 -4 =3 -2 =1 0 1 2 3 4 5

~Y




Proste maja zatem nieskonczenie wiele punktow wspolnych, a ten uktad réwnan speinia
nieskonczenie wiele par liczb.

Pary te sg tozsame ze wspolrzednymi wszystkich punktow lezacych na proste;j
o rownaniu y = —2x + 3.

A zatem rozwiazaniem uktadu rownan
Fy-—gr=gy+tl-z
5m+%y+%:2—|—4x'
jest kazda para liczb rzeczywistych postaci (z, —2x + 3), gdzie z € R.

Definicja: Uktad réwnan nieoznaczony

Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwiazaniem jest
nieskonczenie wiele par liczb, nazywamy uktadem nieoznaczonym.

Przyktad 5

Poszukajmy teraz rozwigzan uktadu réwnan

6r —2y—3 =4x —1
0,5z — 0,5y + 2,5 =2

Kazde z rownan ukladu przeksztalcamy rownowaznie doprowadzajgc do najprostsze;j
postaci.

6r —2y—3 =4z -1
0,5 — 0,5y + 2,5 =2

20 —2y=2|:2
0,52 — 0,5y = —0,5 |-2

r—y=1
z—y=—1
y=x—1
y=x+1

OtrzymaliSmy dwa rownania, ktorych wykresy sg rownolegte i nie majg punktow
wspolnych.



Yi

Uktad rownan nie ma zatem rozwigzania.

Definicja: Uktad réwnan sprzeczny

Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie posiada rozwigzan,

nazywamy ukladem sprzecznym.

Stownik
uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

ukiad rownan liniowych (wspotczynniki przy odpowiednich zmiennych nie sa
rownoczes$nie zerami) postaci:

a1z + by = ¢
asx + bay = co

rozwigzanie uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

para liczb spetniajacych jednoczesnie kazde z rownan sktadowych w tym uktadzie



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj animacje, a nastepnie wykonaj umieszczone pod nig polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DMknjKKFs

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczacejrozwigzania uktadu réwnan liniowych
z dwoma niewiadomymi.

Polecenie 2

Uzupetnij uktad réwnan

..x+3y=2>5
2 —...y="7
wpisujagc w wykropkowanych miejscach liczby tak, aby para {a: - 5 byta jego
Yy=—

rozwigzaniem.

Polecenie 3

Sprawdz, czy para liczb (—100, 250) jest rozwiazaniem uktadu réwnan

4z + 0,2y = —350
—%x—lr %yz 75


https://zpe.gov.pl/a/DMknjKKFs

Sprawdz sie

O

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz pare liczb spetniajaca uktad rownan
—2z + 12y = 80
15z + 10y = —100

o {224

= —20
= {y =—10
z=—10
O {y =5
Cwiczenie 2

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi moze by¢ trojka
liczb (—1, 12, —144).

Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi moze mie¢ doktadnie jedno
rozwigzanie.

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi moze mie¢ doktadnie dwa
rozwigzania.

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi moze by¢ para
liczb (—1,12).



Cwiczenie 3 @

—2z 4+ 21 =9y by

t
dx+my=mn

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wskaz takie liczby m i n, aby uktad {

nieoznaczony.

O m=36in=42
() m=42in=18
O m=42in=236

() m=18in =42

Cwiczenie 4

10z + 6y =
Wskaz takie liczby m i 7, aby uktad 4 - =+ %Y= ™t sprzeczny,.
5 + ny = 60

m=120in=3
m=12in=3

m=120in =12

o O O O

m=-12in=-3



Cwiczenie 5

Uzupetnij tabelke dobierajac drugie réwnanie tak, aby stworzyty one uktad réwnan liniowych,
ktérego rozwigzaniem jest jedna z podanych par liczb.

T—y=9c—y=-—2

Réwnanie Réwnanie Para liczb spetniajaca
powstaty uktad réwnan

T—Y=2>5

T—y=—2

Cwiczenie 6
Wskaz wszystkie uktady réwnan, ktérych rozwiazaniem jest para liczb (—5, 3).

g {4a:—y:17



Cwiczenie 7 @

Sprawdz, ktéra z par liczb (—2, 3), (2, —3) jest rozwigzaniem uktadu réwnan

{“”? P =
T C-D+5 - (y—z)+ 3 =-1

Cwiczenie 8 @

Oblicz wartosci parametrow a i b, wystepujacych w uktadzie réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi

e
alz —y)+b(z+2y) =b+3

-0,5

T
wiedzac, ze rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest para liczb { 3
Yy==9



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzanie ukladu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady réwnan.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» formutuje definicj¢ rozwigzania uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

e sprawdza, czy dane liczby s3 rozwigzaniem uktadu rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi

» przedstawia graficzng ilustracje uktadu rownan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi



» odczytuje liczbe rozwigzan uktadu rownan na podstawie jego ilustracji graficznej
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e Sniezna kula
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu przypominaja sobie informacje na temat rozwigzan roéwnan
liniowych z dwiema niewiadomymi oraz pojecia uktadow réownan.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach omawiajg przygotowane w domu informacje:
o ile rozwigzan ma rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi,
o jak wyglada graficzna interpretacja rOwnania liniowego z dwiema
niewiadomymi,
o pojecie ukladu rownan.
2. Kazda para probuje nastepnie przeanalizowac i rozwigza¢ przyklady zawarte w sekcji
LPrzeczytaj’
3. Po uplywie wyznaczonego przez nauczyciela czasu, uczniowie 13czg sie
w szeScioosobowe grupy, porownuje swoje rozwigzania, dzielg sie¢ uwagami, wspolnie
wyjasniaja watpliwosci.
4. Uczniowie wspolnie ogladajg animacie.
5. Rozwigzujg samodzielnie polecenia pod animacjg, konsultuja watpliwosci i rozwigzania
z nauczycielem.



6. Uczniowie pracujac indywidualnie, rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne 1 - 6, omawiajg
watpliwosci z nauczycielem.

Faza podsumowujaca:

1. Przedstawiciele grup krotko omawiajg trudnosci, na jakie natkneli si¢ podczas
rozwiazywania zadan.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 7, 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Uklad rownan z dwiema niewiadomymi - opisywanie zwigzkow miedzy wielkoSciami
za pomoca rownan
» Liczba rozwigzan ukladu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana przez uczniow jako pomoc przy rozwigzywaniu pracy
domowej. Moze by¢ tez przydatna na zajeciach poSwigeconych wyznaczaniu wartosci
liczbowych wyrazen algebraicznych.


https://epodreczniki.pl/a/uklad-rownan-z-dwiema-niewiadomymi---opisywanie-zwiazkow-miedzy-wielkosciami-za-pomoca-rownan/Dq2fsnXhM
https://epodreczniki.pl/a/liczba-rozwiazan-ukladu-rownan-pierwszego-stopnia-z-dwiema-niewiadomymi/DTfhpKTXY

